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Bezeichnungen

Wir benutzen durchweg die Bezeichnungen aus der Analysis I. Insbesondere
erinnern wir daran, dafl N die Menge der natiirlichen Zahlen einschlief3-
lich der Zahl 0 bedeutet. Fiir die positiven natiirlichen Zahlen, wie auch
fiir negative reelle Zahlen und &hnlich, benutzen wir sich selbst erkldrende
Notationen wie Z~q, R<q, etc.. Mit R™*" bezeichnen wir die Menge aller
Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und reellen Eintrdgen; gelegentlich be-
nutzen wir auch C™*"™ Z™*™ . mit entsprechender analoger Bedeutung.
Die Menge der Zeilenvektoren der Linge n wird demnach mit R'X™ bezeich-
net. Statt R™>*! schreiben wir fiir Spaltenvektoren auch einfacher R™. Ist
M eine Menge und Y ein reller Vektorraum, so ist die Menge Abb(M,Y)
aller Abbildungen U — Y wieder ein reller Vektorraum, wenn man Summe
und Skalarmultiplikation durch die Formeln (f + g)(m) = f(m) + g(m) und
(rf)(m) =r(f(m)) erklart. Mit Hom(X,Y") bezeichnen wir die Menge aller
linearen Abbildungen X — Y. Dies ist dann auch ein Vektorraum, nédmlich
ein Untervektorraum von Abb(X,Y).
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Kapitel 1

Topologische Grundbegriffe

In dieser Vorlesung geht es darum, die grundlegenden Begriffe der Theorie
der reellwertigen Funktionen in n > 1 Verédnderlichen zu entwickeln. Die
moglichen Argumente einer solchen Funktion sind also n-Tupel von reellen
Zahlen. Jedes solche n-Tupel reprisentiert einen Punkt im R”, dem aus der
linearen Algebra bekannten Standardvektorraum

X1
n __ .
R" = : T1,...,20 ER

Tn

Man beachte, daf3 die Elemente von R" als Spalten geschrieben sind. Wie
schon mit dem Wort Vektorraum angedeutet, besitzt die Menge R™ Zusatz-
struktur. Man kann zwei Elemente des R™ addieren:

x1 n 1+
N Bl R : )
Tn Yn Tn + Yn

oder man kann ein Element des R™ mit einer reellen Zahl, einem Skalar,
multiplizieren:
I A I

T A Tp

Es ist der logischen Klarheit wegen oft giinstig, den Betrachtungen statt
des R™ einen abstrakten reellen Vektrorraum X zu Grunde zu legen. Wo
dieser abstrakte Standpunkt wirklich niitzlich erscheint, werden wir dies im
Folgenden auch tun. Ist X endlich-dimensional, so ist X nach bekannten
Tatsachen aus der linearen Algebra isomorph zum R™, d.h. man kann sich
dann X durchaus stets als R™ vorstellen, wenn das dem Versténdnis helfen
sollte.



Topologische Grundbegriffe

Norm I

Normierter

Vektorraum

In diesem Kapitel werden wir uns noch nicht mit reellwertigen Funktio-
nen auf Vektorrdumen beschiftigen, sondern zunéchst einige geometrische
Grundbegriffe in reellen Vektorrdumen — und sogar in allgemeinen metri-
schen Rdumen — entwickeln. Diese Grundbegriffe werden in spéiteren Kapi-
teln einen erheblichen Teil der Sprache bilden, mit Hilfe derer wir Funktionen
in mehreren Variablen untersuchen werden.

1.1 Normierte Vektorriume

Sei X ein reeller Vektorraum. Der anschauliche Begriff der Liange eines Vek-
tors wird mathematisch durch den Begriff der Norm wiedergegeben.

Definition. Eine Norm eines R-Vektorraums X ist eine Abbildung X — R,
die jedem x € X eine reelle Zahl ||z|| so zuordnet, dafl folgende Axiome
gelten:

(N1) VzeX: z=0= |z =0,
(N2) Vze X: z#0=|z| >0,
(N3) VAR, zeX: |z = - ol
(N4) Va,y € X lz 4yl < [lz] + [yl

Ein reeller Vektorraum zusammen mit einer Norm heif3t normierter Vektor-
raum.

1
Beispiel. Essei X =R". Firoz = | : | € X sei

Tn

n
Izl = lail.
i=1

Hierdurch wird eine Norm auf R™ definiert: Die Giiltigkeit von (N1) und
(N2) ist klar. (N3) gilt wegen

n

Izl =" al =D (A - fail) = ALY Ll = A - [l
=1 =1

i=1
(N4) gilt wegen

n

n
2+l =D lwi+ il <Y (il + [y:l) = llll + lyll-

i=1 =1

Fiir n = 1ist ||z|| der gew6hnliche Absolutbetrag, wie wir ihn in der Analysis
I als Norm auf R benutzt haben.



1.2 Euklidische Vektorriume

Beispiel. Ebenso wird durch

[#]loo := max |a;|
1<i<n
eine Norm auf dem R" definiert, die sogenannte Maximum-Norm. Maximum-
Beispiel. Wir betrachten X = C°([a,b]), den Vektorraum aller stetigen Norm

Funktionen f : [a,b] — R, versehen mit der Addition f + g definiert durch
(f+9)(x) = f(x) + g(z) und der skalaren Multiplikation Af definiert durch
(Af)(xz) = Af(x). Auf X wird durch

b
1l = / ()] da

eine Norm definiert: (N1) gilt wegen der Linearitét des Integrals. Zum Nach-
weis von (N2) sei f # 0, d.h. es gebe ein € € [a, b] mit f(£) # 0. Dann gibt es
wegen der Stetigkeit von f ein € > 0, so daB | f(z)| > k mit einer geeigneten
Konstanten k > 0 fiir alle x € [§ — €,£ + €] gilt. Damit ist dann

b E+e E+e
/ |f(a:)|dw2/ ]f(:c)]de/ k dx = 2¢ek > 0.
a E—e —€

Die Axiome (N3) und (N4) folgen aus der Linearitét und der Monotonie des
Integrals.

x1

Ubung. Sei p > 0 eine reelle Zahl. Fiir z = - | setzen wir p-Norm I
LT,

n v
]| := (Z \wi|p> -
n=1

Man zeige, daf3 hierdurch eine Norm auf dem R™ definiert wird.

Ubung. In den Bezeichnungen der vorangehenden Ubung zeige man fiir jedes
x eR?

lim {z[|, = [|2]|oo-

p—00

1.2 Euklidische Vektorraume

Spezielle Normen sind solche, die sich aus einem Skalarprodukt herleiten.

Definition. Es sei X ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt ( , ) ist Skalarprodukt
eine Abbildung X x X — R, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(SP1) Va,ye X (z,y) = (y, 2),
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Euklidischer

Vektorraum

Standard-
skalarprodukt

auf dem R"”

Cauchy-
Schwarzsche

Ungleichung

(SP2) Vz,y,z€ X (r+y,2) = (x,2) + (y,2),
(SP3) VAeR, z,y e X (Az,y) = Xz,v),
(SP4) Vxe X: z#0= (z,x) > 0.

Einen reellen Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt nennt man
euklidischen Vektorraum.

Bemerkung. Bei fest gehaltenem y ist die Abbildung = — (z,y) nach (N2)
und (N3) linear. Da das Skalarprodukt nach (N1) symmetrisch ist, so ist bei
fest gehaltenem z auch die Abbildung y — (z,y) linear.

L1 n
Beispiel. Es sei X = R". Dann wirdmitx = | : |, y= | : | durch

n
i=1

ein Skalarprodukt auf X definiert. Dieses heifit das Standardskalarprodukt
fiir den R™.

Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum C°([a, b]). Analog zum Standard-
skalarprodukt im R"™ definieren wir hier:

b
(fr9) = / f(z)g(x) da.

(SP1) — (SP3) sind offensichtlich erfiillt, (SP4) folgt mit dhnlichen Argu-

menten wie oben (N2) fiir die Norm || f|| = f: |f(x)|dx. Man beachte, dafl
C%([a, b]) eine Beispiel fiier einen unendlich-dimensionalen, euklidischen Vek-
torraum ist.

In jedem euklidischen Vektorraum X hat man eine natiirliche Norm, ndmlich

die Betragsnorm
2] == v/ (2, z).

Fiir X = R hat man insbesondere [|z|| = V22 = |z|. Um zu beweisen, daf}
x| = <:1c,:1:)% tatséchlich eine Norm definiert, benétigen wir die folgende
Ungleichung:

Satz. Sei X ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt { , ), und seien
x,y zwei Vektoren in X. Dann gilt:

(x,y)* < (z,2) - (y, ).

Es gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.



1.2 Euklidische Vektorriume

Beweis. Wir nehmen zunichst z und y als linear unabhéngig an. Fiir jedes
reelle \ ist dann
(x — Ay, — Ay) > 0.

Weiter ist

Also hat die quadratische Gleichung
(Y. )N = 2\, ) + (z,2) = 0

keine reelle Losung A. (Man beachte, dal nach unserer Annahme insbe-
sondere y # 0, also (y,y) > 0 ist.) Daher ist die Diskriminante dieser
quadratischen Gleichung negativ, in Formeln

<$7 y>2 - <CC, $><y, y> < 07
und dies ist gerade die gewiinschte Ungleichung.

Sind z und y linear abhéngig, so hat man immerhin noch (z—Ay, z—Ay) > 0,
es hat aber jetzt die Gleichung (x — Ay, x — A\y) = 0 genau eine reelle Losung.
Daher ist die eben betrachtete Diskriminante gleich 0. (Streng genommen ist
dabei y # 0 vorauszusetzen, damit wir wirklich eine quadratische Gleichung
vorliegen haben. Der Fall y = 0 in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ist ober ohnehin evident.)

Daf§ Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung umgekehrt impli-
ziert, da z und y linear abhingig sind, lassen wir als Ubungsaufgabe. [

Aus der eben bewiesenen Ungleichung folgt nun sofort

Satz. Ist X ein euklidischer Vektorraum, dann definiert ||x|| = /(z,x) eine
Norm auf X.

Beweis. Der Nachweis von (N1) und (N2) ist trivial, und (N3) gilt wegen

Azl = vz, Az) = A2z, z) = |A] - [|].

Die Eigenschaft (N4) ist dquivalent zu ||z + y||? < (||z|| + ||y||)?. Dies erhilt
man wiederum mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgendermaflen:

lz+yl* = (@+y,z+y)=(z,2)+2x,y)+ ¥y
< Az, @) + 20z, 2) (Y, y) + (Y, y)
< 2P +2- =l -yl + [yl

Bemerkung. Nach dem Satz erhélt man nun sofort, daf3



Topologische Grundbegriffe

Winkel I

Cosinus-Satz I

e |z]|2 := /2% + ... + 22 eine Norm auf dem R",

o [|fll:= \/ff f2(z) dz eine Norm auf C([a,b]) definiert.

In einem euklidischen Vektorraum kann man den Begriff des Winkels zwi-
schen zwei Vektoren einfithren. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
haben wir ja

[z, < Nzl - [yl
Sind z,y # 0, so ist also

i< tmy)
] - [lyl]

Nach Ergebnissen aus der Analysis I gibt es daher genau ein o € R mit
0 < a<m, sodaf

{z,y)
1] - Iyl
Definition. Das durch vorstehende Gleichung definierte o € [0, ) heifit der
nichtorientierte Winkel zwischen den Vektoren x und y.

CoOsx =

Beispiel. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R? mit dem Stan-
dardskalarprodukt. Es seien x = (i;) und y = (312) zwei Vektoren der
Lénge 1, d.h.

loll = (@3 +a3)2 =1, lyll = (@ +43)2 = 1.

Dann gibt es nach einem Satz aus der Analysis I reelle Zahlen «a, 8 € [0, 27),
sodaf ' ,
e = g1 +ize, € =y + iy,

oder, anders formuliert, sodafl

_(x1\ _ [cosa _(y1\ _ [cosp
T ((132) B <sina) Y= <y2> N (sinﬂ) '

Diese Zahlen o und g sind die exakte Definition der Gréfien, die man in der
Schulmathematik als (orientierte) Winkel zwischen der reellen Achse und
x bzw. der reellen Achse und y hingemalt hat. Fiir den nichtorientierten
Winkel ¢ zwischen z und y hat man nun

T1y1 + T2y2

1-1

bb Es ist also ¢ = a — 3 oder ¢ = 27 — (o — [3). Hieraus erkennt man,
warum fiir das oben abstrakt definierte ¢ der Name nichtorientierter Winkel
zwischen z und y eingefiithrt wurde.

cos p = = cosa - cos 3+ sina - sin § = cos (a — f3).

Satz. Fir Vektoren a und b eines euklidischen Vektorraums X mit nichit-
orientiertem Winkel o gilt die Identidt

I —al® = [[bl* + lall* — 2lla] - [|Bl| cos -
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Bemerkung. Stehen a und b senkrecht aufeinander (d.h., gilt a = 0, oder -
dquivalent - (a,b) = 0), so wird der Cosinus-Satz zu

b — al|* = [[b]]* + flall*.

Fiir X = R? ist dies der bekannte Satz des Pythagoras, wenn man das
Dreieck betrachtet, welches man erhélt, wenn man als Eckpunkte 0 und die
Spitzen der Vektoren a und b, gezeichnet mit FuBBpunkt in 0, wéhlt.

Beweis des Cosinus-Satzes. In der Tat ist ja

Ib—al* = (b—ab—a)=(bb)~2a,b)+(a,a)
161> = 2lla]l - [1B]] cos a + flal|?

1.3 Metrische Riaume

Wir haben gesehen, daf§ ein euklidischer Vektorraum (wie z.B. der R™) ins-
besondere ein normierter Vektorraum ist. Auf einem normierten Vektorraum
kann man — wie wir gleich sehen werden — den Begriff des Abstands ein-
fithren. Damit wird ein normierten Vektorraum zu einem metrischen Raum.
Auf einem metrischen Raum kann man schliellich einen Umgebungs- und
Konvergenzbegriff einfithren, wie wir sie ben6tigen, um die Methoden der
Analysis I auf den Fall von Funktionen in mehreren Verénderlichen zu iiber-
tragen.

Definition. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik auf X, falls gilt:

(M1) Vz € X : d(z,z) =0,
(M2) Vz,ye X : z#y=d(x,y) >0,
(M3) Va,y € X : d(z,y) = d(y, z),

(M4) Va,y,z € X : d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)-

Das Paar (X, d) heiit dann ein metrischer Raum.

Ubung. Sei X eine Menge mit 4 Elementen. Bestimme alle Metriken auf X
mit Werten in der Menge {0, 3,1}.

Metrik I

Metrischer

Raum
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Offene
Mengen

Ubung. Sei X die Menge aller Teilmengen einer endlichen Menge M. Zeige,
dafl durch

d(A, B) := Anzahl der Elemente von (AU B) \ (AN B)

eine Metrik auf X erklart wird.

Satz. Sei X ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Dann wird durch

d(z,y) = [z —y|

eine Metrik auf X erklirt (die durch die Norm induzierte Metrik).

Beweis. Die Axiome fiir eine Metrik sind unmittelbar nachzupriifen. So er-
hélt man zum Beispiel (M4) folgendermafien:

d(z,z) =l = 2| = [lz —y +y = 2l < ||z = yll + [ly = 2| = d(=,y) + d(y, 2)-
O

Definition. Es sei X ein metrischer Raum, sei A C X und a € X.

e Fiir € > 0 heifit die Menge U, (a) := {X € X | d(z,a) < €} e-Umgebung
von a.

e Der Punkt a € X heifit innerer Punkt von A genau dann, wenn U (a) C
A fiir mindestens ein € > 0 gilt.

e Die Menge A° := {a € X | a ist innere Punkt von A} heiit das Innere
von A.

e A heifit offen genau dann, wenn A = A° gilt.

e Eine Menge U C X hefit offene Umgebung von a, falls U offen ist und
a enthélt.

Ubung. Es sei X = R versehen mit der durch den Absolutbetrag induzierten
Metrik. Sei I ein Intervall. Zeige: I ist offen (im Sinne der obigen Definition)
genau dann, wenn [ ein offenes Intervall (im Sinne der Definition aus der
Analysis I) ist.

Ubung. Man skizziere im R? jeweils die Mengen U;(0) beziiglich der durch
|- llp (p=1,2,4,00) induzierten Metriken.

Ubung. Man veranschauliche sich die Mengen U,.(0) im R? beziiglich der
durch das Standardskalarprodukt induzierten Metrik.

Ubung. Zeige, daB in einem endlichem metrischen Raum jede Menge offen
ist.
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Satz. FEs sei X ein metrischer Raum und (A;)ier eine Familie' offener
Mengen von X. Dann gilt:

1. Die Mengen O und X sind offen.
2. Ist I endlich, so ist [\;c; Ai offen.
3. Es st |;c; Ai offen.

Bemerkung. Ein Paar (X,7), wo X eine Menge ist, und wo 7 ein System
von Teilmengen von X ist, welches die Eigenschaften (i) bis (iii) erfiillt (d.h.
(), X € 7 und fiir jede Familie von Mengen in 7 ist auch ihre Vereinigung
und — falls die Familie endlich ist — auch ihr Durchschnitt in 7°) nennt man
topologischer Raum, man nennt 7 die Topologie auf X und die Elemente
von 7 die offenen Mengen. Wir werden uns aber im Folgenden nur auf
solche topologischen Réume beschrinken, wo die Topologie wie in der obigen
Definition durch eine Metrik erklért wird.

Beispiel. Der Eigenschaft (ii) des vorstehenden Satzes 148t sich nicht auf ei-
ne unendliche Familie von offenen Mengen verallgemeinern. Sei z.B. X = R,
versehen mit der durch den Absolutbetrag induzierten Metrik. Dann sind
die Mengen U1 = (—2,+1) fiir alle n € Zs offen (siche unten), der Durch-

schnitt (2, U, (0) = {0} ist aber nicht offen.

Beweis des Satzes. Die Aussage (i) ist unmittelbar nach Definition klar.

Zum Nachweis der zweiten Aussage sei a € B := (,.; A;. Dann gibt es
— da ja A; offen ist — zu jedem i ein ¢ > 0, sodaB U, (a) C A;. Wir
setzen € = inf{e¢;|¢ € I}. Da I endlich ist, habe wir ¢ > 0. Offenbar ist
Ue(a) C U, (a), also Ue(a) C B.

Ist schlieBlich a € C := J;c; Ai, so ist a € Aj fiir ein j € I, also — da
A; ja offen ist — Uc(a) C A; fiir ein geeignetes e > 0, dann aber auch
Ue(a) C C. O

Satz. Sei X ein metrischer Raum, a € X und € > 0. Dann ist Uc(a) offen.

Beweis. Sei x € Uc(a). Wir haben zu zeigen, daf§ « innerer Punkt von U,(a)
ist. In der Tat gilt

Ue—d(m,a) (SL‘) c U (a) :

Dies ist ndmlich aquivalent zu

Vye X d(z,y) <e—d(z,a) = d(y,a) <e,

!Das ist eine Abbildung, die jedem i einer Menge I (der sogenannten Indexmenge) eine
Teilmenge A; von X zuordnet.
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Abge-
schlossene

Mengen

d.h. zu
Vye X d(y,x)+d(z,a) <e=d(y,a) <e,

was wahr ist, da ja nach (M4)
d(y,a) < d(y,z) +d(z,a)
gilt. O

Definition. Sei X ein metrischer Raum, A C X und a € X.

e g € X heifit Bertihrungspunkt von A genau dann, wenn gilt

Ve>0: Uca)NA#0D.

e Die Menge A := {a € X | a ist Beriihrungspunkt von A} heifit die
abgeschlossene Hiille von A.

e A heiBt abgeschlossen genau dann, wenn A = A gilt.

Satz. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Dann ist A abge-
schlossen genau dann, wenn X \ A offen ist.

Beweis. Sei A C X eine beliebige Teilmenge und a € X. Wir haben dann
die folgenden Aquivalenzen:

a€X\A = a¢gA=TJe>0: Ufa) ST X\ A
<= a innerer Punkt von X \ A<= a € (X \ A)°.

Somit haben wir

X\A=(X\ AP

Ist nun A abgschlossen, also A = A, so wird die vorstehende Gleichung zu
X\A=(X\A4)° dh X\ A ist offen.

Setzen wir in obiger Gleichung A = X \ B, wo B eine beliebige Teilmenge
von X ist, so erhalten wir X \ (X \ B) = B°, und durch Ubergang zu
Komplementen

(X\B) =X\ B°.

Ist jetzt B offen, also B° = B, so wird dies zu (X \ B) = X \ B, d.h. X\ B
ist abgeschlossen. O

Nach dem vorstehenden Satz sind die Begriffe offen und abgeschlossen dual
zueinander: Durch iibergang zu den koplementéren Mengen erhélt man aus
jeder wahren Aussage iiber offene Mengen eine wahre iiber abgeschlossene
Mengen. Man nennt diesen logischen Schlufl auch dualisieren. Ein Bespiel
hierfiir ist der folgende Satz.
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Satz. Sei X ein metrischer Raum und (A;)icr eine Familie abgeschlossener
Teilmengen von X . dann gilt:

1. 0 und X sind abgeschlossen.
2. Ist I endlich, so ist |J;c; Ai abgschlossen.

3. Esist [\;c; Ai abgeschlossen.

Beweis. Als Beispiel beweisen wir (iii). Es ist X \ A; offen fiir jedes i, nach
dem Hauptsatz iiber offene Mengen ist dann auch (J;.;(X \ 4;) offen. Also
ist X \ ;e (X \ A;) abgeschlossen. Nach den Identitéten von de Morgan ist
aber

XA\ JE\A) =\ (X A) =) 4

iel iel icl

Ubung. Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X . Beweise:

(A =4, (A)=4.

Das Innere einer Menge ist also offen, und der Abschlufi einer Menge ist
abgeschlossen.

1.4 Konvergenz von Punktfolgen

Definition. Es sei X ein metrischer Raum mit Metrik d und (z,)nen eine Konvergente
Folge von Punkten in X? . Die Folge (r,) heifit konvergent gegen a, falls Folgen
gilt:

Ve > 03ngVn > ng: d(zy,a) <e.
Der Punkt a heiit Grenzwert der Folge ().

Bemerkung. Die Bedingung der Konvergenz kann man auch dquivalent durch
jede der folgenden Aussagen beschreiben:

e Ve >03ngVn >ng: x, € Ua).
e Fiir jede offene Umgebung U von a gilt: IngVn > ng : x, € U.

e In jeder offenen Umgebung von a liegt z,, fiir fast alle n.

2Dies ist eine Abbildung N — X, n — z,. Den Index ,n € N* lassen wir im Folgenden
gelegentlich weg, falls dies nicht zu Miflverstéandnissen fiihrt.
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Satz von
Bolzano-

Weierstraf

Bemerkung. Ist X = R mit der durch den Absolutbetrag induzierten Stan-
dardmetrik, so stimmt der soeben eingefiihrte Begriff einer konvergenten
Folge mit dem in der Analysis I eingefiihrten iiberein.

Satz. Sei (zy,) Folge von Punkten in einem metrischen Raum X. Konver-
giert (x,) gegen a und gegen b, so folgt a = b.

Bemerkung. Der Grenzwert a einer konvergenten Folge (z,) ist also eindeu-
tig bestimmt. Wir bezeichnen ihn auch mit

a = lim x,,.
n

Beweis des Satzes. Wir fithren die Annahme a # b zum Widerspruch: Fiir
a # bist jedenfalls € := d(a,b)/2 > 0. Daher gibt es nach Voraussetzung ein n
mit z,, € Uc(a) und z,, € Uc(b). Es ist also d(zp,a) < € und d(zy,,b) < €, und
daher nach der Dreiecksungleichung 2e = d(a,b) < d(a, xy,) + d(xy,, b) = 2¢.
Ein Widerspruch. O

Ubung. Sei X = RF mit der durch die Maximum-Norm || - || induzierten
Metrik. Zeige: Eine Folge (2,)neny von Punkten des R* konvergiert genau
dann, wenn jede der Komponentenfolgen (xg))neN (1 <i < k) konvergiert,
wobei wir die Bezeichnung

(1)

In
Ty = :
oD
benutzen. Es gilt dann
lim,, xg)
limz, = :
n )
lim,, a:%

Ein wichtiger, uns aus der Analysis I im Fall X = R schon bekannter Exi-
stenzsatz iiber konvergente Folgen ist der folgende.

Satz. Beziglich der Maximum-Norm und der dadurch induzierten Metrik
auf dem R¥ gilt: Jede beschrinkte Folge® (x,,) im R¥ besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Bemerkung. Wir werden spiter sehen, da alle Normen auf dem RF in dem
Sinne dquivalent sind, dafl der Begriff der Konvergenz und Beschrinktheit
von der jeweils gewihlten Norm unabhéngig ist. Der vorstehende Satz gilt
also beziiglich jeder Norm auf dem RF.

3Eine Folge () eines normierten Raums X nennen wir beschriinkt, falls eine Konstante
M existiert, sodafl ||z, || < M fiir alle n gilt.
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Beweis. Fiir Folgen reeller Zahlen ist der Satz ja bereits gezeigt. Unmittelbar
aus der Definition der Maximum-Norm folgt: Eine Folge (x,,) im R¥, ist dann

und nur dann beschriankt, wenn alle Komponentenfolgen (ng)), 1<i <k,
beschréinkt sind. Dann gibt es aber eine Teilfolge (x4, () der Folge (z.,), fiir
(1)

¢1(n
um diese Teilfolge eine Teilfolge (74, (4y(n))), fiir die die Komponentenfolge

(a:fl)( b0 (n))) konvergiert. Fahrt man mit den so erhaltenen Teilfolgen fort fiir

die die Komponentenfolge (x )) konvergiert. Genauso hat dann wieder-

alle £ Komponenten, so erhélt man schlieflich eine Teilfolge (x,, ) der Folge
(), fiir die alle Komponentenfolgen konvergieren. Nach der oben stehenden
Ubung ist dann aber auch (z,,) konvergent. O

Definition. Eine Folge (z,) eines metrischen Raumes X heifit Cauchy-
Folge, falls gilt:

Ve > 03IngVm,n > 0: d(xm,,x,) < €.

Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge und etwa a = lim,_ ,. Dann
kann man zu jedem gegebenen € > 0 ein ng finden mit d(z,,c) < § fiir alle
n > ng. Sind dann m,n > ng, so gilt

ATy ) < d(Tm, c) +d(e,zy) < % 4 % = e

O

In der Analysis I haben wir bewiesen, daf} fiir Folgen reeller Zahlen auch die
Umkehrung gilt. Fiir allgemeine metrische Rdume braucht dies aber nicht
der Fall zu sein.

Beispiel. Die Folge (z,,) mit z, = 1/n, aufgefait als Folge im metrischen
Raum X = (0,1] (mittels dem gewohnlichen Absolutbetrag als Norm) ist
eine Cauchy-Folge, aber nicht konvergent in X.

Definition. Ein metrischer Raum X heif3t vollstdndig, wenn jede Cauchy-
Folge konvergiert. Ein normierter Vektorraum X heif3t Banach-Raum, wenn
er beziiglich der induzierten Metrik d(x,y) = ||z — y|| (z,y € X) vollstindig
ist.

Satz. Der R", als metrischer Raum vermdge der durch die Mazimum-Norm
induzierten Metrik, ist vollstindig.

Bemerkung. Es ist also R* (hier zunichst nur beziiglich der Maximum-
Norm) ein Banach-Raum. Da wir im néchsten Abschnit sehen werden, dafl
der Begriff der Cauchy-Folge und der Konvergenz gar nicht von der jeweils
auf dem R* gewihlten Norm abhingt, ist der R* daher beziiglich jeder Norm
ein Banach-Raum.

Cauchy-Folge I

Vollsténdig-
keit
Banach-Raum

Vollstandig-
keit des
RTL
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Supremum-
Norm

Beweis des Satzes. Sei (z(™) eine Cauchy-Folge im R”. Da

’xz(m) _ xl(n)‘ < |zt — 2|

fiir alle ¢, 1 < ¢ < n gilt, siecht man, daf} jede Komponentenfolge (asgf)) eine
(n))

Cauchy-Folge ist. Nach einem Satz aus der Analysis I konvergiert (z;
Nach einer der obigen Ubungen konvergiert dann auch (zy,). O

Der Begriff der gleichméfiigen Konvergenz von Funktionenfolgen aus der
Analysis I liefert uns ein Beispiel eines unendlich dimensionalen Banach-
Raums.

Satz. Der Raum C°([a,b]) der auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b]
definierten und stetigen Funktionen, versehen mit der Supremum-Norm
|fIl :==sup{|f(z)|; = € [a,b]}, ist ein Banach-Raum.

Beweis. Wir lassen es als Ubungsaufgabe, nachzuweisen, da8 die Supremum-
Norm tatséichlich die Axiome einer Norm erfiillt.

Zu zeigen ist, dafl jede Cauchy-Folge von stetigen Funktionen gleichméfig
(d.h. beziiglich der Supremum-Norm) gegen eine Funktion konvergiert, die
zudem noch stetig ist. Sei also (f,,) eine Cauchy-Folge in C°([a, b]). Wegen

[fm(w0) = fa(zo)| < lfm — full = sup{[fm(z) — fu(2)|, 2 € [a, b]}

folgt, daB fiir jedes fest gewahlte z¢ € [a,b] die Zahlenfolge (f,(xo)) eine
Cauchy-Folge ist, daher also konvergiert. Somit ist (f,,) punktweise konver-
gent, etwa gegen die Funktion f.

Dann ist aber (f,,) sogar gleichméfig konvergent gegen f. Sei ndmlich € > 0
gegeben. Dann existiert nach Voraussetzung ein ng, so daf§ fiir alle zg und
alle m,n > ng gilt:

[ fn(@0) = fm(wo)| < \|fn = Finll < /2.
Es folgt
| (o) = f (o) < [ fn(0) = fin(x0) |4 fim (z0) — f(20)] < §+|fm(l‘0)—f($o)|-
Wegen limy, oo | frm(z0) — f(z0)| = 0 folgt

| fn(zo) — f(z0)] < €/2 <e.

Dies gilt aber fiir alle xq, also folgt || f,, — f|| < €, und das wollten wir zeigen.

Es bleibt die Stetigkeit von f nachzuweisen. Nach einem bekannten Satz der
Analysis I folgt diese aber aus der gleichméfigen Konvergenz von (f,,) gegen
f und der Stetigkeit der f,. O
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1.5 Aequivalenz von Normen

Ein Beispiel soll das Thema dieses Abschnitts veranschaulichen.

Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum C°([0, 1]) mit den beiden Normen

1
1l = / )2z, |[fllo=sup {|f(2)] | = € [0,1]}.

Ferner betrachten wir die Folge (f,,) mit f,, = z™. Es gilt

1
1
— 2nd — .
‘anl—\//O NS om o+ 1

Also ist die Folge (f,,) beziiglich der Norm || - ||; konvergent gegen die Funk-
tion 0.

Andererseits ist die Folge nicht konvergent beziiglich der Norm || - ||2. Denn
sonst wiirde sie ja insbesondere punktweise gegen eine stetige Funktion kon-
vergieren, wogegen aber lim, o fn(z) = lim, ooz = 0 fir 0 < z < 1
und lim, o fr(1) = 1 gilt, die Grenzfunktion beziiglich der punktweisen
Konvergenz also nicht stetig ist.

Unterschiedliche Normen fiihren also im Allgemeinen zu unterschiedlichen
Konvergenzbegriffen. Uns interessiert nun, wann verschiedene Normen zu
gleichen Begriffen fiihren.

Definition. Es sei X ein Vektorraum. Zwei Normen || - ||; und || - [|2 auf X
heiflen dquivalent genau dann, wenn es reelle Konstanten ¢,d > 0 gibt, so
dafl fir alle x € X

¢zl < llzll2 < d- |zl

gilt.

Bemerkung. Dies definiert eine Aquivalenzrelation* auf der Menge aller Nor-
men auf X. Die Symmetrie erkennt man sofort, indem man die Bedingung
in der Definition in der symmetrischen Form

1

Vee Xzl < - llzllz, lzllz < d- 2]y

schreibt.

Satz. Es sei X ein Vektorraum, und || - |1 und || - ||2 seien zwei zueinander
dquivalente Normen auf X. Eine Folge (x,) in X ist konvergent beziglich
der Norm || - ||1 genau dann, wenn (z,) konvergent ist beziglich || - ||2.

4Also eine reflexive, symmetrische und transitive Relation.

Aquivalenz

von Normen
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Beweis. Es sei (z,,) konvergent gegen x beziiglich der Norm || - ||;. Dann ist
also ||z, —z||1 eine Nullfolge (von reellen Zahlen). Wegen der Aquivalenz der
beiden Normen gibt es nun ein ¢ mit ||z, —z||2 < ¢-_|x, —x||1. Also ist auch
|zn, — x||2 eine Nullfolge, d.h. es gilt limz,, = = beziiglich der Norm || - ||2.
Die andere zu beweisende Implikation folgt aus Symmetriegriinden. O

Ubung. Sei X ein Vektorraum mit zwei zueinander dquivalente Normen |||
und || - ||2, und seien d; und dy die jeweils durch || - ||; (i = 1,2) induzierten
Metriken. Zeige: Ein Punkt a ist innerer Punkt von A beziiglich der Metrik
di genau dann, wenn a innerer Punkt von A beziiglich der Metrik ds ist. Dito
fiir “Bertihrungspunkt” statt “innerer Punkt”. Zeige A ist offen beziiglich d;
genau dann, wenn A offen beziiglich dy ist. Dito fiir “abgeschlossen” statt
“offen”.

Satz. Im R"™ ist jede Norm dquivalent zur Mazimum-Norm.

Beweis. Es bezeichne || - || die Maximum-Norm auf dem R"™ und es sei
N : R"™ — R irgendeine Norm.

Ist e1, ..., ey, die kanonische Basis des R", dann gilt fiir alle x = " | ze; €
R™ die folgende Abschitzung:

N(z) = N(zie1 + -+ xpen) < N(z1€1)+ -+ N(zpep)
= |z1|- N(er) + -+ |zn| - N(en)

< lzlloo - D Nes)-
i=1

Es bleibt, umgekehrt die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit [|z|sx <
¢+ N(z) fir alle x zu zeigen. Dazu fithren wir die Negation dieser Aussa-
ge, d.h. die Annahme, es gibt fiir alle ¢ > 0 ein z mit ||z|e > ¢ N(z)
zum Widerspruch. Diese Annahme gilt ja insbesondere fiir ¢ = 1,2,3,...
Hieraus erhélt man eine Folge (zj) von Vektoren mit ||zk|lec > k - N(zk).
Wir betrachten nun die Folge (yx) mit yx = z/||Tk | 0o- Fiir die Glieder die-
ser Folge gilt ||yk|lcoc = 1, nach der letzten Ungleichung also N(yx) < 1/k.
Damit ist (yx) beziiglich der Norm N eine Nullfolge. Ferner ist (y) beziiglich
der Maximum-Norm beschrankt, enthélt also nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra$} eine (beziiglich der Maximum-Norm) konvergente Teilfolge, etwa
(Y, )i mit limy; ||yx, — 2|lcc = O fiir ein geeignetes z. Nun ist mit (||yx, — 2|00 )i
nach der ganz oben stehenden Abschétzung auch (N (yg, —2)); eine Nullfolge.
Da auch N(yg,) eine Nullfolge ist, finden wir mit

N(Z) < N(Z - ykz) + N<ykz)7

da N(z) =0, also z = 0 gilt. Also ist (||yx, — 0|/x)i eine Nullfolge. Dies ist
ein Widerspruch zu ||y, ||cc = 1. O
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Der Begriff der “Aquivalenz von Normen ist transitiv (d.h. sind || - ||1, || - |2
und || - |2, || - |3 jeweils dquivalent, so sind auch || |1, || - ||3 dquivalent). Als
wichtige Folgerung des vorstehenden Satzes erhalten wir deshalb sogleich
den

Korollar. Alle Normen auf dem R"™ sind dquivalent.

Man kann diesen Satz nun sofort noch auf beliebige endlich dimensionale
Vektorraume verallgemeinern® Wir benétigen dazu einige kleine Vorberei-
tungen.

Ubung. Seien X und Y Vektorriume (moglicherweise unendlich dimensio-
nal), und es gebe einen Vektorraum-Isomorphismus f : X — Y. Zeige:

e Ist N eine Norm auf Y, so definiert f,N(x) := |/ f(x)| eine Norm f.N
auf X.

e Sind N; (¢ = 1,2) Normen auf Y, so sind sie genau dann dquivalent,
wenn f.N; (i = 1,2) dquivalent sind.

Satz. Auf jedem endlich dimensionalen Vektorraum X laft sich bis auf
Aquivalenz eine und nur eine Norm erkldren. Jede Norm auf X macht X zu
etnem Banach-Raum.

Beweis. Fiir den Nachweis der ersten Behauptung geniigt es nach dem letz-
ten Satz und der vorstehenden Uberlegung nachzuweisen, daf8 ein Isomor-
phismus f : R" — X existiert, wo n die Dimension von X ist. Solch ein
Isomorphismus existiert aber nach bekannten Sétzen der linearen Algebra.
(Man erhélt alle solchen Isomorphismen als Umkehrabbildung der Abbil-
dung, die jedem y € Y seine Koordinaten beziiglich einer fest gewihlten
Basis zuordnet.)

Zum Nachweis der zweiten Aussage hat man sich mittels eines Vektorraum-
Isomorphismus g : X — R™ mit Umkehrabbildung f = ¢g~! zu iiberlegen,
daf eine fiir eine Cauchy-Folge (z,) in X (beziiglich einer gegebenen Norm
N auf X), die Folge (g(zy)), Cauchy-Folge im R™ beziiglich der Norm f, N
ist, also gegen ein z konvergiert, und dann auch x,, gegen f(z) konvergiert.
Wir lassen die Details als Ubungsaufgabe. O

Von der in diesem Satz ausgesprochenen Tatsache werden wir im folgenden
gelegentlich stillschweigend Gebrauch machen, indem wir etwa sagen “Die
Matrizen in R™*™ mit Determinante 0 bilden eine abgeschlossenen Menge”,
oder “Die Teilmenge der invertierbaren Abbildungen in E := Hom(R",R"™)

5Das Beispiel am Anfang dieses Abschnitts beruhte also wesentlich darauf, daB
C°(Ja, b]) unendlich dimensional ist.

Transport von

Normen
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Kompaktheit I

ist offen in E”. Dazu ist es nicht notig irgendeine Norm auf R™ "™ oder
FE zu explizieren, da solche Normen ja existieren und die Begriffe wie “of-
fen” oder “abgeschlossen” nicht von der speziellen Wahl einer solchen Norm
abhingen. Oder wir kénnen in geeigneten Beweisen die Norm auf einem
zu betrachtenden endlich-dimensionalen normierten Vektorraum durch eine
Beweis-technisch giinstigere ersetzen.

1.6 Kompakte Mengen

Definition. Ein metrischer Raum X heifit kompakt falls Folgendes gilt: Ist
(Ui)ier eine Familie offener Mengen von X, sodafl X = (J,.; U; gilt, so gibt
es schon eine endliche Teilmenge J C I mit X = ies Uj

Man driickt die in der Definition ausgesprochenen Bedingung auch aus, in-
dem man sagt: Jede offene Uberdeckung von X mit offenen Mengen besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X wird ebenfalls zu einem me-
trischen Raum, wenn man die Metrik d von X auf A x A einschrinkt.

Ubung. Man iiberlege sich: Ein U C A ist genau dann offen als Teilmenge des
metrischen Raumes A, wenn U der Durchschnitt einer in X offenen Menge
V mit A ist.

Damit erkennen wir, daf} folgende beiden Aussagen dquivalent sind:

e Die Teilmenge A von X, aufgefafit als metrischer Raum beziiglich der
Einschrankung der Metrik von X, ist kompakt.

e Jede Uberdeckung von A mit offenen Mengen von X besitzt eine end-
liche Teiliiberdeckung.

Fiir endlich dimensionale normierte Vektorrdume 148t sich ein wichtiges Kri-
terium fiir die Kompaktheit einer Teilmenge A von X angeben. Zur Formu-
lierung und zum Beweis benotigen wir einige Vorbereitungen.

Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X (mit Norm || - ||)
heifit beschréinkt, falls es eine Konstante M gibt, soda8 ||z| < M fiir alle
x € A gilt.

Bemerkung. Ist X endlich dimensional, so sind alle Normen auf X &quiva-
lent. Ist eine Teilmenge A C X beschriankt beziiglich irgendeiner Norm auf
X, so ist sie daher auch beziiglich jeder anderen Norm beschrénkt, wie man
unmittelbar aus dem Begriff der Aquivalenz von Normen folgt. Insbesondere
konnen wir somit z.B. sagen, dafl eine Menge des R™ beschrinkt ist, ohne
dazu eine bestimmte Norm spezifizieren zu miiflen.
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Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird die folgende Aussage sein:

Satz. Sei X ein reeller endlich dimensionaler, normierter Vektorraum und
A C X. Dann ist A kompakt genau dann, wenn A abgeschloffen und be-
schrdnkt ist.

Nach den Uberlegungen des vorangehenden Abschnitts zum Verhalten der
topologischen Grundbegriffe unter Vektorraum-Isomorphismen geniigt es,
beim Beweis des vorstehenden Satzes jeweils nur den R™ und irgend eine
Norm darauf zu betrachten. Wir werden davon stillschweigend Gebrauch
machen, falls es bequem ist.

Zunichst beweisen wir:

Satz. Sei X normierter Vektorraum. Ist eine Teilmenge A C X kompakt,
dann st sie beschrdankt und abgeschlossen.

Beweis. Sei || -|| die Norm auf X. Die Mengen U.(0) = {z € X| ||z —a| < e}
sind fiir jedes e > 0 offen. Es gilt X = [JX_; Un(0). Insbesondere iiberdecken
die U, (0) die Menge A, und da sie kompakt ist, gibt es schon eine endliche
Teiliiberdeckung. Da U,,(0) C U, (0) fiir m < n, folgt, daf dann sogar schon
X C Uy, (0) fiir ein ng gilt. Also ist X beschrinkt.

Um die Abgeschlossenheit von X zu zeigen, beweisen wir, daf§ das Komple-
ment X \ A offen ist. Sei dazu a € R™ — A. Da ||z — a|| > 0 fiir alle x € X
ist , konnen wir zu jedem x € X zwei e-Umgebungen U.(z) und U (a) mit
geeignetem ¢ = £(x) > 0 finden , sodafl

Us(x) NU:(a) = 0.

(Man kann z.B. ¢ = ||z — al|/2 wihlen.) Wegen der Kompaktheit wissen
wir, dafl endlich viele der U.(x) geniigen um X zu tiberdecken. Also ist mit
geeignetem x; (1 < i < k) und dazugehérigem &; dann

AC Ue, (wl) J---u Usk (mk)
Weil die Ug, (a), ... Ug, (a) offen sind, ist auch ihre Schnittmenge
U:=U;(a)N---NUg(a)

offen. also eine offene Umgebung von a. Sie liegt nun aber im Komplement
X\ 4, da

(Uer (1) U--- U Ug (£)) N (Uey (@) O - - N T, (a) = 0,

wie man sich leicht iiberlegt. ist. Da a beliebig in X \ A war, sehen wir nun,
daBl X \ A tatséchlich offen ist. O

Satz von

Heine-Borel
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Abzihlbare

Basis eines

metrischen
Raums

Abzahlbar

kompakt

Zum Beweis der Umkehrung des vorstehenden Satzes fiir den Fall eines end-
lich dimensionalen X miiflen wir zunéchst einige spezielle Eigenschaften des
R"™ aufzeigen, die in allgemeinen metrischen Rdumen im Allgemeinen nicht
gelten.

Definition. Eine abzidhlbare Basis eines metrischen Raums X ist eine Fa-
milie (B,,)nen von offenen Mengen, wo N abzihlbar ist®, sodaB jede offene
Menge von X Vereinigung von gewissen dieser U, ist.

Ubung. Man iiberlege sich: Besitzt X eine abzihlbare Basis, so besitzt auch
jede Teilmenge von X, als metrischer Raum beziiglich der Einschriankung
der Metrik von X, eine abzéhlbare Basis.

Lemma. R"™ hat eine abzdhlbare Basis.

Ubung. Man folgere hieraus, da dann dann auch jede Teilmenge A C R”,
aufgefafit als metrischer Raum, eine abzahlbare Basis besitzt.

Beweis des Satzes. Als abzahlbare Basis kann man die Familie
(UT(Q))(T,q)ENv N=Qx @n

wihlen. Wir lassen es als Ubungsaufgabe nachzuweisen, da8 N abzihlbar
ist. U

Definition. Ein metrischer Raum X heifit abzdhlbar kompakt genau dann,
wenn gilt: Jede Uberdeckung von X mit abzéhlbar vielen offenen Mengen
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Bemerkung. Offenbar ist jeder kompakte metrische Raum abzéhlbar kom-
pakt. Man kann jedoch metrische Rdume konstruieren, die abzdhlbar kom-
pakt, aber nicht kompakt sind.

Satz. Der metrische Raum X besitze eine abzdihlbare Basis. Dann X kom-
pakt genau dann, wenn X abzdhlbar kompakt ist.

Beweis. Ist X kompakt, so natiirlich auch abzdhlbar kompakt.

Zum Nachweis der Umkehrung sei (B, )nes eine abzihlbare Basis von X. Wir
setzen nun voraus, dafl X abzdhlbar kompakt ist. Sei X C (J;c; U; eine be-
liebige Uberdeckung mit offenen Mengen. Dann ist jedes U; eine Vereinigung
von Mengen der abzéhlbaren Basis, das heifit

U= |J Bn,

neN;

5Also eine Bijektion N — N existiert.
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wo N; fiir jedes i eine Teilmenge von N ist. Setzen wir M := (J;c; Ni, so
haben wir
X =] B
neM

Dies ist aber eine abzéhlbare Uberdeckung von X mit ofenen Mengen (Wir
entleihen hier der elementaren Mengenlehre den Satz: Jede Teilmenge einer
abzéhlbaren Menge ist abzihlbar.) Also gibt es schon eine endliche Teilmen-
ge L C M, mit X =J,cp Bn. Zun € L gibt es aber mindestens ein i, € I
mit B, C U,,. es folgt

X =|JU,,

nel

womit wir eine der gewiinschten endlichen Teiliiberdeckungen der Familie
(U;) gefunden haben. O

Die abzahlbare Kompaktheit ist gleichbedeutend mit dem Begriff der Fol-
genkompaktheit.

Definition. Ein metrischer Raum heifit folgenkompakt, falls jede Folge in
X eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ubung. Sei (x,,) konvergente Folge von Punkten einer abgschlossenen Menge
A in einem metrischen Raum X. Zeige: Der Grenzwert von (z,,) liegt in A.

Satz. Es sei X ein metrischer Raum. Dann ist X abzdhlbar kompakt genau
dann, wenn X folgenkompakt ist.

Beweis. Wir zeigen, dafl die folgenden Aussagen paarweise dquivalent sind:

(1) X ist abzdhlbar kompakt.

0,

(2) Sind Aj, Ay, As,--- C X abgeschlossene Mengen mit (72, 4; =
< j < k) mit

dann gibt es schon ein endliches Teilsystem A;, (1
k
mj:l Ai]‘ =0.

(3) Sind Aj, Ay, As,--- C X abgeschlossene Mengen, sodal der Durch-

schnitt jedes endlichen Teilsystems nicht leer ist, dann folgt (.2, A; #
0.

(4) Ist A1 D A2 D Az D ... eine absteigende Kette von nichtleeren abge-
schlossenen Mengen, dann ist ihr Durchschnitt nicht leer, d.h. es gilt

Mizy Ai 7 0.

(5) X ist folgenkompakt.

Folgenkom-
pakt
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Topologische Grundbegriffe

1) & (2) folgt durch Dualisieren. (2) < (3) folgt durch Kontraponieren. (3)
= (4) ist trivial. (4) = (3) folgt durch Betrachten der Kette

A1 DAINA DA NANA3D ...

Zum Beweis von (5) = (4) betrachte man eine Folge (a;) mit a; € A, fiir alle
i; eine solche Folge existiert, da ja A; # (). Dann hat (a;) eine konvergente
Teilfolge. Der Limes dieser Teilfolge liegt in jedem A;, da A; abgeschlossen
ist und fast alle Glieder der Teilfolge enthélt. Also liegt der Limes in [ J;2; A;.

Zum Beweis von (4) = (5) schliellich sei (a;) eine Folge in X. Setze
Ay = A{an, a1, Gng2, .- )
Dann gilt fiir die abgeschlossenen Hiillen
A DA D432

Der Durchschnitt dieser Mengen ist nach Voraussetzung (4) nicht leer, ent-
halt also ein Element a. Wie man sich leicht iiberlegt, ist dieses a der Limes
einer konvergenten Teilfolge. O

Wir konnen nun endlich den Beweis des Satzes von Heine-Borel vervollstin-
digen.

Beweis des Satzes von Heine-Borel. Wir haben oben schon gesehen, daf ei-
ne kompakte Teilmenge stets abgeschlossen und bescrankt ist.

Sei jetzt umgekehrt A eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge des
R™. Der R™, und damit auch die Teilmenge A, besitzt eine abzéhlbare Basis.
Es geniigt demnach zum Nachweis der Kompaktheit von A, zu zeigen, daf3
A folgenkompakt ist.

Sei also (a;) eine Folge in A. Mit A ist auch die Folge (a;) beschrénkt.
Nach einem Satz des letzten Abschnitts besitzt sie somit eine konvergente
Teilfolge. Da A abgeschlossen ist, liegt dann aber der Limes dieser Teilfolge
in A. O



Kapitel 2

Stetigkeit

2.1 Stetigkeit auf metrischen Riaumen

Der Begriff der Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Raumen
iibetragt sich leicht aus der Analysis I, wen man sich erinnert, daf} ja die
immer wieder auftretende Bedingung |z — a| < e fiir reelle Zahlen in der
Sprechweise der metrischen Riume = € U (a) bedeutet.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrische Rdume X, Y
(mit Metriken d; bzw. d2) heiit stetig in a € X, falls gilt:

Ve>030>0Vre X : di(z,y) <d = da(f(x), f(a)) < e

f heifit stetig genau dann, wenn f stetig in « ist fiir alle a € X.

Bemerkung. Die angegebene Bedingung fiir die Stetigkeit in einem Punkt
kann man auch folgendermaflen beschreiben:

Ve>036>0 f(Us(a)) CUc(f(a)).

Ubung. Man priife unmittelbar anhand der Definition die Stetigkeit der fol-
genden Funktionen:

e add: R? — R,add(z,y) = = - y,
e mult : R?2 — R, mult(x,y) = = -y,
o ||-]|: X =R, wo || -] die Norm eines normierten vektorraums X ist,

e X - R, z+— (z,y), wo X ein euklidischer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (-,-) und y € X fest gewihlt ist.

Satz. Die Abbildung f : X — Y ist stetig in a € X dann und nur dann,
wenn fir jede Folge (x,) in X mit limx, = a auch lim f(z,) = f(a) gilt.

Stetige

Abbildung
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Stetigkeit

Projektions-
und

Inklusions-

abbildung

Stetigkeit
mittels offenen

Mengen

Bemerkung. Stetigkeit in einem Punkt a besagt also, dafl die Grenzwertbil-
dung und die Funktionsauswertung vertauscht werden kénnen, in Formeln

fimx,) = lim f(x,),

falls (x,,) gegen a konvergiert.

Beweis des Satzes.. Der Beweis dieses Satzes kann vollig analog zum ent-
sprechenden Satz fiir Funktionen f : R — R aus der Analysis I gefiihrt
werden'. O

Ubung. Mittels des im Satz ausgesprochenen Kriteriums verifitziere man die
Stetigkeit der

x1
e i-ten Projektion p; :R" - R | | | — x;,

In

e der Inklusiont: A — X, z — x, wo A eine Teilmenge von X bedeutet.

Das folgende wichtige Kriterium fiir Stetigkeit benutzt nur den Begriff der
offenen Menge und nimmt sonst keinen Bezug auf irgeneine Metrik oder
Norm.

Satz. Eine Abbildung f : X — Y ist stetig genau dann, wenn fiir jede
offene Teilmenge V C Y gilt, daff f=1(V) C X offen in X ist.

Beweis. Es sei f stetig. Sei dann V C Y offen und a € f~(V). Wir haben
zu zeigen, daf eine offene Umgebung von a ganz in f~!(V) enthalten ist.
Nun ist aber f(a) € V, also Uc(f(a)) C V fiir ein € > 0 (da ja V offen ist),
dann aber f(Us(a)) C Uc(f(a)) fiir ein 6 > o (da f stetig in a ist), also
schlieBlich Us(a) C f~1(V).

Wir setzen jetzt voraus, dafl offene Mengen in Y offene Urbilder unter f
haben. Sei a € X und € > 0. Dann ist f~1(U.(f(a)) offen, enhilt also eine
0-Umgebung von a, und damit ist dann f(Us(a)) C Uc(f(a). O

Beispiel. Ist f: X — Y stetig und A C X, so ist auch die Einschrankung
fla stetig. Ist namlich V' C Y offen, so ist (f|4)~1(V) = AN f~1(V), also
offen in A, da ja f~1(V) stetig ist.

Mittels dieses niitzlichen Kriteriums erhilt man leicht weitere Sétze iiber
stetige Funktion, so zum Beispiel den

! Dort diente allerdings das in diesem Satz ausgesprochene Kriterium als Definition der
Stetigkeit, und die in der vorstehenden Definition gegebene Bedingung wurde anschlieBend
als dquivalent nachgewiesen.
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Satz. Seien f: X — Y und g:Y — Z stetige Abbildungen, dann ist auch
go f stetig.

Beweis. Sei V' C Z offen, dann ist auch ¢~ *(U) C Y wegen obigen Satzes
offen, und damit auch f~!(g7*(V)) C X offen. Es gilt aber

(go /)THV) = Mg (V).
O

Hiermit kann man oft leicht die Stetigkeit von auf den ersten Blick kompli-
zierten Funktionen nachweisen.
Beispiel. Es sei f : X — R” eine Abbildung. Wir kénnen eine solche Abbil-
dung stets in der Form
fi(z)

flx) = :
mit geeigneten Abbildungen f; : X — R beschreiben. Ist f stetig, so sind
auch alle f; stetig. In der Tat ist ja f; = p; o f.

Ubung. Zeige in den vorstehenden Bezeichnungen, dal umgekehrt f stetig
ist, falls alle f; stetig sind.

Beispiel. Wir zeigen noch einmal, daf f|4, die Einschrinkung auf A C X
einer stetigen Abbildung auf f auf X stetig ist. Dies folgt hier sofort aus
fla = f o, und der Stetigkeit der Inklusionsabbildung ¢ : A — X.

Bemerkung. Im allgemeinen gilt die Umkehrung nicht! Z.B. ist

0 fiir x # a

lfirz=a

Jo: X =Y, fa(fc):{

offenbar unstetig in a, wogegen f ]{a} trivialerweise stetig ist.
Beispiel. Fine Abbildung f : R™ — R der Gestalt

R

f(xla cee xn) = Z Qrirg..m, 33;15672“2 . I:an

r1,72,...,rn=0

wo die ar,r,.. r, fest vorgegebenen reelle Zahlen sind, nenn man polynomiale
Abbildung, oder — der Bequemlichkeit halber etwas ungenau — Polynom?
Ein Polynom ist stetig, wie man sich klarmacht, indem man sich iiberlegt,
dal man ein solches Polynom f stets als Kompositum der stetigen Funk-
tionen p;, add, mult und von konstanten Funktionen schreiben kann. Man
iiberlegt sich dies leicht anhand eines einfachen Beispiels.

2Diese subtile Unterscheidung in der Sprechweise wird in der ersten Vorlesung zur
Algebra klar werden, spielt hier aber weiter keine Rolle.

Stetigkeit von

Polynomen
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2.2 Stetigkeit von linearen Abbildungen

Sind X und Y Vektorrdume, so bezeichnen wir mit Hom(X,Y") die Menge
(den Vektorraum) aller linearen Abbildungen f: X — Y.

Lemma. Sei A: X — Y eine lineare Abbildung zwischen normierten Vek-
torrdume. Es sei X sei endlich dimensional. Dann gibt es ein k > 0, so daf
fir alle x € X gilt

[Az]] <k - [l]].

Beweis. Da X endlich dimensional ist, existiert eine Basis by, ..., b, von X.
Damit 148t sich jedes € X in der Form = = )" | &b; mit geeigneten §; € R
schreiben. Es folgt (wir schreiben || - || sowahl fiir die Norm auf X als auch
fiir die Norm auf Y)

1Az = A D &bill
i=1

= 1D & Abl
i=1

< ) l&l- [ Ab
i=1

A

Nun definiert |z| = sup{|&]; ¢ = 1,...,n}, x € X eine Norm auf X. Da
aber X nach Voraussetzung endlich dimensional ist, sind alle Normen auf
X aquivalent, insbesondere diese und die gegebene || - ||. Also existiert eine
Konstante ¢ > 0 mit

sup{|&|; i=1,...,n} <c- |z
fiir alle z. Damit folgt endlich
[Az] <k - l=]],
wobei k = nc - sup{||Ab;|; i =1,...,n} ist. O
Ubung. Fiir A € Hom(X,Y) bezeichne man mit ||A|| das “optimale” k wie
im Satz, d.h. es sei
|A| :=inf{k >0 |V € X : ||Az| < k-|z|}.

Indem man in der Ungleichung ||Az| < k- ||z fiir z # 0 durch ||z|| dividiert,
sieht man, dafl

| Al = sup {|| Az |||z] = 1}
gilt. Man zeige: Die hierdurch definierte Abbildung |- | : Hom(X,Y) — R
definiert eine Norm auf den Vektorraum Hom(X,Y).
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Satz. Fs seien A : X — Y eine lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorrdumen. Es sei X endlich dimensional. Dann ist A stetig.

Beweis. Es seien a € X und € > 0 gegeben. Es sei weiter k£ > 0 eine
€

Konstante mit |[Az| < k- [|z]|. Setzt man § := £, so folgt fiir ||z —a| <4

dann
€

lAG@ —a)ll < k- llz —af <k- o

€.

O

Bemerkung. Sowohl das Lemma als auch der Satz sind fiir unendlich dimen-
sionale X im allgemeinen falsch.

Ubung. Zeige die Stetigkeit der Abbildung

1
0 — — x)ax
c([0,1)) =R, f /0 f(z)d

bezglich der Supremum-Norm.

2.3 Stetigkeit und kompakte Mengen

Satz. Es sei f: X — Y ecine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdu-
men, und es sei X kompakt. Dann ist auch f(X) kompakt.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir eine Uberdeckung
fx)cJu
i€l

von X mit offenen Mengen U;. Es ist zu zeigen, dafl schon endlich viele der
U; den Raum X iiberdecken. Es ist jedenfalls

X = U fﬁl(Ui)v
il

und wegen der Stetigkeit von f ist jedes Urbild f~!(U;) offen. Wegen der
Kompaktheit von X gibt es daher eine endliche Teilmenge J C I, so daf} gilt

X = rwy.
jeJ

Damit ist dann

FX) < U wy).

jed
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Existenz von
Maxima und

Minima

Einheitssphére

Sn—l

Wegen f(f~1(U;)) C U; folgt endlich

fx)c|Ju;.

jeJ

O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir den folgenden wichtigen Existenz-
satz:

Satz. Sei X kompakter metrischer Raum und f : X — R eine stetige Ab-
bildung. Dann gibt es x,y € X, sodafs

f(z) =inf f(X), f(x)=sup f(X).

Beweis. Nach dem vorstehenden Satz ist f(X) kompakte Teilmenge von
R. Es ist f(X) dann beschriankt, und daher existieren ¢ := inf f(X) und
s:=sup f(X). Aber i und s sind Beriihrungspunkte von f(X) und f(X) ist
abgeschlossen. Also liegen ¢ und s in X, wie behauptet. O

Bemerkung. Mit dem Satz von Heine-Borel kénnen wir den vorstehenden
Satz auch folgendermafien aussprechen: Ist A C R"™ beschrinkt und abge-
schlofien, so nimmt jede stetige Funktion f : A — R ein Minimum und ein
Maximum an. In der Analysis 1 hatten wir dies schon fiir Intervalle A = [a, b
eingesehen.

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Beispiel einer kompakte Menge. Wir
bemerken dazu zunéchst, dafl eine Abbildung f : X — Y zwischen metri-
schen Riumen genau dann stetig ist, falls f ~!(A) fiir jede in Y abgeschloBene
Menge A in X abgeschlofien ist. Dies folg leicht durch Dualisieren der Aus-
sage, daf} f genau dann stetig ist, wenn offene Mengen in Y offene Urbilder
unter f in X haben.

Beispiel. Fiir n > 1 definiert man die n — 1-dimensionale Einheitssphére des
R™ als die Menge

g1 ::{m:(:nl,...,:nn)teR”:33%+~--+1:31§1}.

Offenbar ist S™~! beschriinkt (ist || - || die euklidische Norm auf dem R”, so
ist ja S"~! gerade die Menge aller x mit ||z|| < 1.) Die Einheitssphiire ist
aber auch abgeschlossen. Es ist namlich S"~! = f~1([0,1]), wo f(z) = ||z||
ist, und f ist stetig und [0, 1] abgeschlossen.
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Differenzierbarkeit

Im folgenden setzen wir stets, soweit nichts anderes gesagt wird, voraus, daf3
alle betrachteten Vektorrdume reell und endlich dimensional sind. Insbeson-
dere kénnen wir jeden solchen Vektorraum X normieren: wir benutzen das
Symbol || - || fiir eine Norm auf X, und wir werden selten mehr tiber die
Norm voraussetzen miissen als die Norm-Axiome.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Einfithrung des Begriffs der Ableitung einer
Funktion f : X — Y zwischen Vektorrdumen (wobei statt X allgemeiner
auch Teilmengen als Definitionsbereich in Frage kommen werden). Um zu
einem solchen Begriff zu kommen, gibt es verschiedene sinnvolle Gesichts-
punkte, die aber letztendlich alle auf die gleiche Definition hinauslaufen. Wir
werden in den folgenden Abschnitten bei passender Gelegenheit jeweils dar-
auf zuriick kommen. Zunéchst haben wir allerdings den Begriffs des Grenz-
wertes aus der Analysis I fiir Funktionen auf Vektorrdumen und mit Werten
in Vektorrdumen zu verallgemeinern.

3.1 Der Grenzwert von Abbildungen

Oben haben wir bereits den Grenzwert von Punktfolgen in einem Vek-
torraum X betrachtet. Wir wollen nun die Formulierung des Grenzwertes
lim,_, f(x) fir auf Teilmengen von X definierte Funktionen f angeben.

Definition. Es seien X,Y normierte Vektorrdume und U eine Teilmenge
von X. Ein Punkt a von X heif3t Haufungspunkt von U, falls a ein Beriih-
rungspunkt von U \ {a} ist.

Bemerkung. Es ist also a ein Haufungspunkt von U, falls jede (offene) Um-
gebung V' von a mindestens einen von a verschiedenen Punkt enthélt.

Haufungs-
punkt
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Grenzwert

einer Funktion

Richtungs-

ableitung

Ubung. Man zeige: a ist Hiufungspunkt von U genau dann, wenn jede Um-
gebung von a unendlich viele Punkte von U enthélt (d.h. eine Folge (ap)nen,
sodaf alle a,, € U und die a,, paarweise verschieden sind).

Definition. Seien X, Y normierte Vektorrdume, U C X, sei f : U — Y
eine Abbildung und a ein Haufungspunkt von U. Dann sagen wir f(x) strebt
gegen den Grenzwert b € Y fiir x gegen a mit x € U, in Symbolen

tim f(2) =b,
zelU

falls gilt
Ve>030 >0Vz eU: ||z —al <<= |o(x) —al <e.

Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dafl der Grenzwert a in obiger De-
finition eindeutig bestimmt ist (falls er existiert); hierzu benétigt man die
Voraussetzung, dafl a ein Hiaufungspunkt von U ist.

Man iiberlegt sich ferner, dal die in der Definition aufgefiihrte Bedingung
fiir die Existenz des Grenzwertes nicht von der speziellen Wahl der Nor-
men auf X und Y abhingen (da ja alle Normen auf endlich dimensionalen
Vektorrdumen #quivalent sind).

Ubung. Man zeige, daB die beiden folgenden Aussagen #quivalent sind:

1. lim f(z) = b.
zelU

2. Fiir jede Punktfolge (z,) in A mit Grenzwert a gilt lim f(z,) =b.

3.2 Die Richtungsableitung

Die naheliegendste Idee, eine Ableitung einzufiihren, um dann die Sétze der
Analysis I auf Funktionen in mehreren Verénderlichen zu {ibertragen, fiihrt
zum Begriff der Richtungsableitung. Man gibt sich mittels eines Vektors
eine Richtung vor, diese definiert zu einem gegebenen Punkt genau eine
Gerade durch diesen Punkt; man schriinkt eine gegebene Funktion auf diese
Gerade ein, identifiziert die Gerade mit der reellen Achse und bildet dann
die gewohnliche Ableitung. Wir kommen nun zur formalen Definition.

Seien X, Y Vektorrdume, sei U eine offene Teilmenge des Vektorraums X,
und sei f: U — Y eine Abbildung.

Definition. Sei v € X und a € U. Unter der Richtungsableitung von f im
Punkt a in Richtung v versteht man den Grenzwert

o T+ to) — f(a)
t—0 t ’

falls dieser existiert. Er wird mit D, f(a) bezeichnet.
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Bemerkung. Statt D, f(a) findet man in der Literatur gelegentlich auch die
Bezeichnung
of

5 (a).

Wir habe hier vorausgesetzt, dal U offen ist, damit jeder Punkt a € U in-
nerer Punkt von U ist, wonach also die Abbildung einer reellen Variablen
t — f(a+tv) auf einer offenen Umgebung von ¢ = 0 definiert ist. Insbeson-
dere ist also der Limes, sofern er existiert, eindeutig.

Existiert die Richtungsableitung in Richtung v fiir jedes a € U, so erhalten
wir damit eine neue Funktion

D,f:U—Y, a— Dy,f(a).

Ein wichtiger Spezialfall der Richtungsableitung ist die partielle Ableitung.
Wie {iblich bezeichnen wir mit ey,...,e, die kanonische Basis des R™. Es
ist also e; derjenige Spaltenvektor der Lénge n, dessen Komponenten alle
gleich 0 sind, abgesehen von der j-ten, die eine 1 enthélt.

Definition. Sei U offene Teilmenge des R™. Die Richtungsableitung einer
auf U definierten Funktion f(x1,...,z,) in Richtung des Vektors e; und in
einem Punkt a € U wird als j-te partielle Ableitung von f bei a bezeichnet,
in Zeichen

87f B L flai,...,aj-1,t,aj41,...,an) — f(a)
ox;j (a) = De; fla) = tlggj t ‘

Hier bezeichnen die a; die Komponenten von a.

Bemerkung. Die j-te partielle Ableitung einer Funktion f(x1,...,z,) erhilt
man also einfach, indem man alle Argumente x; jeweils durch a; ersetzt,
abgesehen von dem j-ten, und dann die resultierenden Funktion in der einen
Variablen z; bei a; nach den Regeln aus der Analysis I zu differenzieren
versucht.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fla,y, z) = 2y + ayz + 2

(also etwa f : R® — R). Man erhilt die 2-te partielle Ableitung (man sagt
naheliegenderweise auch partielle Ableitung nach y), indem man = und z als
Konstante ansieht und die resultierende Funktion (von y) nach y differen-
ziert, also

of

dy

=23 +xz.

Ganz dhnlich findet man

% = 3x2y+yz,
ox

Partielle

Ableitung
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% = zxy+2z.

0z

So konzeptionell einfach der Begriff der Richtungsableitung ist, so wenig
hilfreich ist er ohne eine tiefergehende Theorie und ohne weitere Vorausset-
zungen an die in Frage stehende Funktion f. So gibt es a priori unendlich
viele Richtungsableitungen von f in ein ein demselben Punkt und scheinbar
keinen Zusammenhang zwischen diesen. In der Tat kann man z.B. Funk-
tionen konstruieren, die in der einen Richtung sehr wohl differenzierbar, in
anderen es aber nicht sind. Wir werden allerdings gleich sehen, daf} eine
wichtige Klasse von Funktionen die Eigenschaft hat, dafl ihre Richtungs-
ableitungen in einem gegebenen Punkt ¢ in alle Richtungen existieren, und
sodafl die Abbildung
X =Y, x— D,f(a)

sogar linear ist !

3.3 Totale Differenzierbarkeit

Ist f: U — R eine Funktion von einer Variablen (also U C R), so hat die
Ableitung f'(a) die Bedeutung, daf die lineare Funktion

((t) == f(a) + f'(a)t

die Funktion f im Punkte a am besten approximiert. Dabei heiffit am besten,
daB fir r(t) = f(t) — ¢(t) die Grenzwertbedingung lim;_, r(t)/|t — a] = 0
erfiillt ist. Ist nun f eine Funktion von n Verdnderlichen (d.h. ist U C R"), so
liegt die folgende Verallgemeinerung auf der Hand: Gesucht ist ein lineares
Polynom, d.h ein Polynom von der Gestalt

021y mp) = A1+ -+ Ay,

sodaf fiir r(z) := f(x) —{(x) die Bedingung lim,_., r(x)/||z — a|| = 0 erfiillt
ist. Hierbei ist ||-|| irgendeine Norm auf X . Die vorstehende Limes-Bedingung
héngt nicht von der speziellen Wahl der Norm ab (da ja alle Normen auf
endlich dimensionalen Vektorrdumen &dquivalent sind).

Man kann diese Idee noch etwas anders formulieren, und erhéilt dann noch
eine abstraktere Version des Begriffs der Differenzierbarkeit. Im Fall einer
Variablen ist f(a)+tf’(a) eine Gerade: die optimale Approximation des Gra-
phen von f bei (a, f(a))! € R? durch Geraden. Ist f allgemein eine Funktion
f:U—=Y und U C X offen, wobei X und Y (abstrakte) Vektorrdume sind,
so ist der Graph von f definiert als die Menge

Gr:={(z,f(x)) :2€U} C X xY.
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Eine HyperebeneH in einem Vektorraum Z ist eine Teilmenge der Gestalt
Z=b+ L,

wo L ein Untervektorraum von Z der Kodimension 1 ist (dabei bedeutet
b + L die Menge aller Punkte b 4+ [ in Z, wo | den Untervektorraum L
durchléuft). Spezielle Hyperebenen in X x Y erhélt man als Graphen von
affinen Abbildungen. Eine affine Abbildung ¢ : X — Y ist eine Abbildung
der Gestalt

lx) =b+ A(z),

wo A : X — Y linear und b ein fest vorgegebene Punkt in Y ist. Ist X = R"
und Y = R, so ist also eine affine Abbildung nichts anderes als ein lineares

Polynom. Zu gegebenem f : U — Y und a € U suchen wir demnach eine
affine Abbildung /¢, sodafl die Hyperebene

Ge={(e.y) €X XY 1y =l()}

sich optimal an den Graphen Gy bei (a, f(a)) anschmiegt, genauer, soda8
r(z) := f(z) — ¢(x) die Eigenschaft lim,_., 7(z)/||z — a|| = 0 erfiillt. Fiir das
b in der Beschreibung einer f approximierenden affinen Abbildung ¢ haben
wir gar keine Wahl, es ist in jedem Fall £(z) = f(a)+A(x—a) mit geeignetem
linearen A (damit nédmlich ¢(a) = f(a) ist), oder also auch

la+h)= f(a)+ A(h)

fiir h € X. Der wesentliche Punkt ist also die zugeordnete lineare Abbildung
A. Wir kommen damit endlich zu der folgenden Definition.

Definition. Es seien X, Y endlich dimensionale Vektorrdume, U C X offen
und f : U — Y. Dann heifit f differenzierbar in a € U, falls es eine lineare
Abbildung A € Hom(X,Y) gibt, soda8 gilt:

fla+h) = fla) = A(h)

lim
Il

h—0
a+heU,h#0

=0.

Die lineare Abbildung A heifit Ableitung von f bei a und wird mit
Df(a)
bezeichnet.

Bemerkung. Setzen wir R(h) := f(a+h)— f(a) — Ah, so ist f also differen-
zierbar in @ mit Ableitung A genau dann, wenn gilt:

Lo IR
hso Al

Insbesondere folgt hieraus, dal R(h) stetig in h = 0 ist.

Hyperebene
Affine

Abbildung

Totale Diffe-

renzierbarkeit
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Ableitung

einer Funktion

Bemerkung. In der Literatur wird die lineare Abbildung A auch als tota-
le Ableitung von f bezeichnet, um den Unterschied zur Richtungsableitung
oder partiellen Ableitung herauszuheben. Manchmal findet man auch die Be-
zeichnung f’(a) fiir D f(a). Wir ziehen aber eine konsistente Bezeichnungs-
weise vor und bleiben bei D f(a).

Bemerkung. Fir X =Y =R ist A= Df(a) eine lineare Abbildung R — R.
Sie ist also von der Gestalt Df(a)(t) = A -t mit einer geeigneten Konstan-
ten \. Aus der Limesbedingung folgt, dafl genauer

gilt.

Satz. Sei f : U — Y in a € U differenzierbar mit Ableitung A. Dann ist A
durch f und a eindeutig bestimmt (und damit die Bezeichnungsweise D f(a)
fiir A gerechtfertigt).

Bemerkung. Ist f in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs U differenzierbar,
so erhalten wir eine Abbildung

D:U — Hom(X,Y).

Diese wird als Ableitung von f bezeichnet. Sie ist offenbar wieder eine Ab-
bildung zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen (und wir kénnen z.B.
versuchen, nochmals zu differenzieren); man beachte aber, daf§ der Bildraum
der Ableitung nicht mehr Y ist !

Beweis des Satzes. Es sei f bei a differenzierbar mit Ableitungen A und B.
Zu zeigen ist A = B. Dazu setzen wir d(h) := f(a + h) — f(a) und haben
dann

o Ah=Bh| [ Ah—d(h) +d(h) — Bl
h=0 ||l h—0 1]
AR —d)| . [ld(h) — Bh
< lim—— 4+ 1lim—————— = 0.
hoo Rl h-o 7]

Fiir z € X geht offenbar tx gegen 0 fiir ¢t gegen 0. Wir koénnen also h = tz
setzen, und dann ¢ gegen 0 gehen lassen:

o _ i IAt2) = B(t)| _ |4z - B
=0 Jeal ]

Also ist |Ax — Bz| = 0, d.h. Az — Bz = 0, d.h. Az = Bz und dies fiir
beliebiges z. Also ist tatsichlich A = B. O
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Beispiel. Eine affine Abbildung F : X — Y, f(x) = b+ A(x) (wo also
beY und A € Hom(X,Y)) ist in jeder Stelle a des Definitionsbereichs
differenzierbar. Fiir die Ableitung gilt

Df(a) = A.
In der Tat ist ja hier sogar

flath)— fla) — A(h) _ Ala+h) — Aa) = f(h) _
17l 7] ’

wobei wir die Linearitdt von f ausgenutzt haben.

Ubung. Es bezeichne P, den Vektorraum aller Polynome in einer reellen
Variablen vom Grade < n. Man bestimme die Ableitung der Abbildung

eval : P, — R, eval(p) = p(0).

Satz. Ist f: U — Y differenzierbar in a, so ist f auch stetig in a.

Beweis. Wir betrachten R(h) mit f(a+h) = f(a)+A(h)+R(h). Da die affine
Abbildung h +— f(a) + A(h) und die Abbildung R(h) stetig in h = 0 sind
(vgl. die Bemerkung im Anschlufl an die Definition der Differenzierbarkeit),
ist auch die Abbildung h — f(a + h) stetig in h = 0, und somit ist f(x)
stetig bei x = a. O

Wichtig ist die folgende Interpretation der linearen Abbildung D f(a), die
den Zusammenhang zwischen den Begriffen totaler Differenzierbarkeit und
Richtungsableitung herstellt.

Satz. Sei U C X offen und f: U — Y differenzierbar bei a. Dann existiert
fiir jedes v € X die Richtungsableitung D, f(a). Es gilt

Df,(a) = Df(a)(v).

Beweis. Wir betrachten

fla-+1) = f(a) = Df(a)(h)

Rih) = 1Al

Fiir h geht auch R(h) gegen 0. Setzen wir nun h = tv, so geht auch mit ¢
auch h gegen 0, und so

L flattv) = f(a) = Df(a)(tv)

=0.
t—0 |t vl

Mit Df(a)(tv) =t Df(a)(v) folgt nun sofort unsere Behauptung. O
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Komponenten-

funktion

Jacobi-Matrix I

Als Folgerung aus dem vorhergehenden Satz kénnen wir die totale Ableitung
einer Funktion f : U — R™ mit U C R™ explizit beschreiben. Wir bemerken
zunéichst, dafl eine Abbildung f : U — R"™ (U C X) offenbar durch n
reellwertige Funktionen f; : U — R (1 < i < n) gegeben ist:

fi(z)
fle)y=1
Man schreibt hierfiir auch einfach
fi
r=|:
fn

Die Funktion f; heifit i-te Komponentenfunktion von f. Offenbar gilt f; =
p; o f, wo p; die i-te Projektion
€1
pi R =R [ | =
L,
bezeichnet. Da p; linear ist, ist fiir jede lineare Abbildung A € Hom(X, R)
die i-te Komponentenfunktion A; linear. Da p; stetig ist, ist auch f; stetig,

wenn f stetig ist, und wir werden gleich sehen dafl letzteres auch fiir die
Differenzierbarkeit an Stelle der Stetigkeit gilt.

Ubung. Man zeige: sind alle f; stetig in a, so ist auch f stetig in a.
Ubung. Man zeige, daB die Projektionen p; differenzierbar sind und berechne

ihre Ableitungen.

Definition. Sei f : U — R" (U € R™ offen) differenzierbar in a. Die Matrix
J¢(a), sodaB fiir alle z € R™ gilt

Df(a)(x) = Js(a) - x

heifit Jacobi-Matrix von f in a. (Der Punkt steht hier fiir die gewohnliche
Matrizen-Multiplikation.),

Satz. SeiU C R™ offen und f = (f1,..., fu)' : U — R"™ in a differenzierbar.
Dann sind auch die Komponentenfunktionen f; (1 <1i < n differenzierbar,
und es gilt

De, fi(a) De,fi(a) -+ De,fi(a)
... D

Tr(a) = De1f2(a) Dez]?(a) emf2(a)

Derfu(@) Deyfi(a) - Doy fula)
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Beweis. Aus der Stetigkeit und Linearitdt der Projektionsabbildungen p;
folgt

0=pi(0) = p (m fla+h)— f(@) - Df(a)(h))

& 5]

_ o P+ B) = f(@) = Df(@)(h)
o 7]

i fia D) = £i(@) = pi(DS @) (1)
o 7] |

Dies beweist, daBl jedes f; in a differenzierbar ist, und zwar mit Ableitung

Dfi(a) = pio Df(a).

. . _ t m 3 — m .o .
Schreiben wir z = (z1,...,2m,)" € R™ in der Form z = } * | z;e;, so haben

Df(a)(x) =Y Df(a)(e;) z;,
j=1

und mit
pi(Df(a)(e;)) = Dfi(a)(e;) = De, fi(a)

und der Linearitéit von p; daher
pi(Df(a)(w)) = D, fia) ;.
j=1

Das ist die behauptete Formel. O

Beispiel. Fiir eine Abbildung f : U — R mit U C R™, die in a differenzierbar
ist, haben wir also

0 0
Df(a)(h,...,hpy) = —f(a) hi+--+ —f(a) B,
il Tm
und somit
flat k) = fla) = Y 5 (0) b
lim = 0.
h—0 5]
Hier ist h(hi,...,hy)" und || - || irgendeine Norm auf dem R™ (z.B. die

euklidische). In dieser Schreibweise erkennen wir nun explizit das f appro-
ximierende lineare Polynom.

Wir fiihren an dieser eine der bekanntesten Anwendungen der Differential-
rechnung in mehreren Verénderlichen an.
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Lokaler

Extremwert

Definition. Sei f : A — R eine auf einer Teilmenge A eines Vektorraums
X definierte Funktion. Wir sagen, daf§ f bei a ein lokales Maximum besitzt,
wenn eine offenen Umgebung V' C X existiert, sodaf gilt:

VeeVNA: fla) > f(x).

Gilt in der letzten Ungleichung >, < oder <, so nennen wir a eine striktes
lokales Maximum bzw. lokales Minimum bzw. striktes lokales Minimum.

Satz. Sei U C X offen und f : U — R differenzierbar. Besitzt f bei a ein
lokales Maximum oder Minimum, so ist Df(a) = 0.

Beweis. Es hat ja dann ¢(t) := f(a + tv) fiir jeden Vektor v € X einen
lokalen Extremwert bei ¢ = 0. Nach dem bekannten Satz aus der Analysis I
ist daher ¢'(0) = 0. Es ist aber ¢/(0) = D, f(a) = Df(a)(v). Also ist in der
Tat Df(a)(v) =0 fir jedes v € X. O

Im Fall X = R™ liegt also bei a hochstens dann ein lokaler Extremwert vor,

wenn

O @y =o,..., 2L
81’1 me
Dies sind gerade m Gleichungen fiir die m unbekannten Komponenten von a.
Ist f hinreichend verniinftig, so wir man also héchstens endlich viele Lésun-
gen a erwarten.

(a) = 0.

Beispiel. Ist f eine quadratische Form, d.h f(z,y) = pz? + qwy + ry? mit
Konstanten p, g, r, so ist
of

of
o (a,b) pa + qb, o (a,b) = qa+2rd

Es liegt also hochstens dann bei (a, b)! ein lokaler Extremwert vor, wenn

<2qr 2qr> <Z> -0

Ist die Diskriminante ¢> —4pr # 0, so ist nur 0 ein lokaler Extremwert von f.
(Ist dies dann aber auch tatséchlich ein Extremwert ?7)

3.4 Stetige Differenzierbarkeit

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts kénnen wir Ableitungen be-
rechnen, indem wir etwa Jacoi-Matrizen ausrechnen. Wir haben aber kein
einfaches Kriterium, um an der Jacobi-Matrix abzulesen, ob nun die in Frage
kommende Funktion wirklich total differenzierbar ist. Das direkte Nachprii-
fen anhand der Definition der Differenzierbarkeit ist im Allgemeinen nicht
leicht. Wir geben in diesem Abschnitt ein einfaches Kriterium.



3.4 Stetige Differenzierbarkeit 39

Definition. Essei U C X offen und f: U — Y eine Abbildung. Dann heifit
f von der Klasse C, falls

1. Df(a) fiir alle a € X existiert und

2. die dadurch erklidrte Abbildung Df : U — Hom(X,Y), x — D f(z)
stetig ist. Die Menge aller solchen Abbildungen wird mit C'(U,Y)
bezeichnet.

Stetig

differenzierbar
Bemerkung. Offenbar ist Ct(U,Y") ein Untervektorraum im Vektorraum aller

Funktionen f: U — Y.

Satz. Es sei U CR"™ offen und f : U — R. Fiir jedes 1 < i <n sei f stetig
partiell nach e; differenzierbar, d.h. die partielle Ableitung D, f : U — R
existiert und ist stetig. Dann ist f € CY(U,R).

Beweis. Es sei a = (ai1,...,a,)! € U und h = (hy,...h,)! € R™, sodafl
noch a + h € U gilt. Die Differenz f(a + h) — f(a) 148t sich dann wie folgt
schreiben:

fla+h)—=fla) = flar+hi,...,an+hy) — f(ar,...,ay)
= fla1+hi,...,an+ hy)
—flar+h1, ... an—1+ hn_1,ay)
+flar 4+ h1, ... an-1+ hn-1,an)
—fla1 +h1,. oy an—2+ hp—9,an-1,an)

+f(a1 +hlaa25'°'7an)
—flay,...,an)

Die einzelnen rechts stehenden Differenzen fassen wir bei festgehaltenen iib-
rigen Argumenten als Funktionen des i-ten Arguments auf. Wir kénnen auf
sie den uns bekannten Mittelwertsatz anwenden Es existieren also Zwischen-
stellen ¢ € R",

D = (a1 +h1, -, ai +hi71,C§i)>az’+1,"' s an)’,

mit ¢ e (ai,a; + hi), so daf gilt

i
f(a1+h1,...,ai+hi,ai+1,...,an)
—flar+h1,...,ai-1 + hi—1,a4,...,ay)

_Of iy
—axi(c ) - hy.
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Damit haben wir dann

fla+h)— f(a) = 5—1’1(6(1)) chy 4t 87@(”)) .
Dies schreiben wir um zu
f(a—i—h)—f(a)-g—i(a)-m—i--“—l-s—gi(a)-hn-l-l%(h)

mit

R(h) =) (gi () — gi (a)> hi.

i=1
Nach Dreiecksungleichung und mit |h;| < ||A]| fiir alle ¢ kénnen wir abschét-

zZen
of (. _ 9f

HQIESIDY
i=1

@)

Es ist aber [|c® — a| < ||k, d.h. ¢ strebt gegen a fiir h — 0. Wegen der
Stetigkeit der partiellen Ableitungen ist daher limj_,o |R(h)|/||R] = 0. Also
ist f in a differenzierbar. O

Bemerkung. Es gibt Funktionen F' : R” — R, die iiberall partiell differen-
zierbar sind, allerdings nicht total differenzierbar (vgl. die Ubungsaufgaben).
Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit im vorangehenden Satz
ist also nicht iiberfliissig.

Beispiel. Die partielle Ableitung eines Polynoms ist stets erkldrt und wieder
ein Polynom, insbesondere also stetig. Daher sind Polynome stetig differen-
zierbar.

Oben haben wir schon gesehen, dafl eine Funktion f : U — R", f =
(f1,..., fn)! differenzierbar ist genau dann, wenn die Komponentenfuntionen
fi es sind. Dies, zusammen mit dem vorstehenden Satz gibt ein allgemeines
und einfach anzuwendendes Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit von

Abbildungen f : U — R™ mit U C R™.

3.5 Die Kettenregel

Zum Berechnen der Ableitung einer Funktion als auch zum Nachweis ihrer
Existenz benttigt man einige Regeln. Eine haben wir im letzten Abschnitt
gesehen, wo totale Differenzierbarkeit auf partielle Differenzierbarkeit zu-
riickgefithrt wurde. Dann gibt es einige offensichtliche Regeln, auf die wir
hier gar nicht weiter eingehen (sie aber sehr wohl benutzen werden), wie et-
wa die, dal f — D f(a) linear in f ist, oder auch eine Regel fiir das Produkt
D(fg) von zwei reellwertigen Funktionen f und g. (Wie lautet sie 7)
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Eine nicht ganz so offensichtliche, aber dennoch wichtige Regel besprechen
wir in diesem Abschnitt.

Satz. Seien X, Y und Z endlich dimensionale Vektorriume, U C X und
V C Y offene Teilmengen. Sei g : U — Y eine ina und f : 'V — Z
eine in g(a) differenzierbare Funktion, wobei g(U) C V' gelte. Dann ist auch
fog:U — Z differenzierbar in a und es gilt

D(fog)(a) = Df(g(a)) o Dg(a).
Beweis. Wir schreiben

9(x) — g(a) = Dg(a)(z — a) +r(z)|lz — df

mit einer fiir z # a, € U erkliarten Funktion r(x). Die Differenzierbarkeit
von g in a besagt lim,_,, 7(x) = 0. Ebenso haben wir

f(y) = f(g9(a)) + Df(g(a))ly — g(a)] + s(y)lly — g(a)l

mit einer geeigneten auf V \ {g(a)} erklérten Funktion s(y), und es gilt
limy_g(,) s(y) = 0. Wir ersetzen nun in der letzten Identitit y durch g(z)
und y — g(a) durch die die rechte Seite der Identitét fiir g(x) — g(a):

(fog)(x) = [flg(a)) + Df(g9(a))[Dg(a)(x — a) + r(z)|z — all
+s(g(x))|Dg(a)(x — a) + r(z) |z — af |
= [f(g(a)) + (Df(g(a)) o Dg(a))(x — a) + t(x),

wobel

t(x) = Df(g(a)) (r(@)llx — al]) + s(g(z)) | Dg(a)(z — a) + r(z)||lz — all]|.

Wir haben zu zeigen, daf§ lim,_., t(z)/||[z—a|| = 0. Dazu schétzen wir mittels
der Dreiecksungleichung ab:

[t(2)]

[ —all —

[Dg(a)(x — a)]|
|l = all

Hier geht nun auf der rechten Seite der erste und der dritte Term fiir x — a
gegen 0, da ja r(z) — 0, und da Df(g(a)) (als lineare Abbildung) stetig ist.
Der zweite Term geht gegen 0, da g(z) gegen g(a) strebt (denn g ist stetig
bei a), da ferner s(y) fiir y — g(a) gegen 0 strebt, und da schliefllich noch

< IDf(g(@)) @) + Is(a()]]

+ @)

1Dg(a)(x — a)|| < [[Dg(a)l - [lz — all,

wo || 4[|, fir A € Hom(X,Y'), das Maximum von ||A(h)| auf der Einheits-
sphére ||h|| = 1 bedeutet. O

Kettenregel I
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Gradient

Nabla

Als unmittelbare Folgerung der Kettenregel erhalten wir aus der linearen
Algebra:

Korollar. Unter sonst gleichen Voraussetzungen wie im Satz sei X = RP,
Y =RY und Z = R". Dann gilt fir die Jacobi-Matrizen

Tpogla) = Tr(g(a)) - Ty4(a),
wo der Punkt Matrizen-Multiplikation bedeutet.

Beispiel. Hat man eine reellwertige Funktionen f(y1, ...,y ) und setzt man
yj = g1(z1,...,xy), fiir geeignete rellwertige Funktionen g1(z1,...,2,),. ..,
gm(T1,...,x,), so nimmt die Kettenregel die folgende leicht einprigsame
Gestalt an

Of = Of 9y
8901- - J:Zl 8yj sz )

3.6 Nabla oder Gradient

Wir nehmen an, dal X ein euklidischer Vektorraum ist. Das Skalarprodukt
bezeichnen wir wie iiblich mit (-, -).

Definition. Es sei U C X offen und f : U — R in a differenzierbar. Der
Gradient von f in a ist derjenige Vektor grad f(a) € X, soda$ gilt:

Ve € X : (grad f(a),z) = Df(a)(z)
(In der Literatur findet man auch V f(a) fiir grad f(a), gesprochen nabla f.)

Bemerkung. Die Existenz und Eindeutigkeit von grad f(a) ist aus der linea-
ren Algebra bekannt (Man suche dort nach dem Satz: X — Hom(X,R),
xo — (g, ) ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.)

Ubung. Man zeige: Ist X = R", so ist grad f(a) = Jt(a)".
Die geometrische Bedeutung des Gradienten ist folgendermaflen.

Satz. Sei U € X offen und f : U — R differenzierbar bei a. Dann ist

Dy f(a)| = sup{Dyf(a) : (u,u) =1}
genau dann, wenn grad f(a) ein Vielfaches von v ist.

Bemerkung. Die Richtungsableitung D f,(a) miit gemif ihrer Definition die
Steigung des Graphen Gy im Punkt a in Richtung v. Der Satz besagt also,
dafl der Gradient die Richtung der stéirksten Steigung (oder des stérksten
Gefiilles) angibt.
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Beweis. Es gilt ja nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[NIE
N[

Dyf(a) = Df(a)(u) = (Vf(a),u) < (Vf(a),V[(a))

(U, u)2,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und V f(a) linear abhéngig sind. [

Ist X = R" und bezeichnet Gy C R™*! den Graphen von f, so bezeichnet
man als Tangentialebene an Gy im Punkt a die Menge

(a, f(a))" +{(z,y)" : w € R",y = Tf(a) - }.

Wie oben aufgefiihrt, ist dies die sich Gy im Punkt a am besten anschmie-
gende Hyperebene. Der Vektor

»=(v7)

steht offenbar senkrecht auf dieser Ebene: fiir jedes z aus dem Tangential-
raum

{(xvy)t HES Rn??/ = <‘-7f(a’) ’ I}

von Gy bei (a, f(a)) gilt ja (z,n) = 0. Hier benutzen wir das euklidische
Skalarprodukt auf dem R™. Man bezeichnet n daher als Normalenvektor an

G bei (a, f(a)).

3.7 Spur und Determinante einer Ableitung

Es sei X ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum, etwa dim X = n.
Jedem A € Hom(X, X). ist dann ein Polynom zugeordnet, némlich das
charakteristische Polynom x 4(z) von A. Es ist x(z) = det(z{ — M), wo I die
n X n-Einheitsmatrix ist, und wo M die Matrix von A beziiglich irgendeiner
Basis by, ...,b, von X ist (d.h. es gilt Ab = bM.) Es sei

xA(z) = 2" 4 ap_12™" 7 + -+ + ap.

Die Zahl —ay,—1 heifit Spur von A, in Zeichen spur(A). Die Zahl (—1)"ag
heifit Determinante des Endomorphismus A, in Zeichen det(A). Offenbar
ist —ap—1 die Summe der n (komplexen) Nullestellen von x4 und (—1)"ag
das Produkt der Nullstellen. (Sind mehrfache Nullstellen vorhanden, so muf3
man mit geeigneten Multiplizitéiten zéhlen — vgl. hierzu eine erste Vorlesung
in Algebra.) Ist M = (Mz’j)lgi,jgn; so ist

spur(A4) = Z Wi
i=1

Tangential-

Hyperebene

Normale I



44

Differenzierbarkeit

Divergenz und
Jacobi-

Determinante

und natiirlich det(A) gleich der Determinante der Matrix M.

Sei nun U C X offen und f : U — X differenzierbar in a. Dann ist D f(a) €
Hom(X, X) und dementsprechend ist die Spur und Determinante von D f(a)
erklart.

Definition. Die Spur und Determinante von D f(a) bezeichnet man als
Divergenz und Jacobi-Determinante von f in a, in Zeichen

div f(a) = spur(Df(a)), J¢(a) = det(Df(a)).

Ist X = R"™, so ist ja die Jacobi-Matrix die D f(a) beziiglich der kanonischen
Basis zugeordnete Matrix, und daher hat man hier

div f(a) =) g—é(a), J(a) = det(T¢(a)).

J=1



Kapitel 4

Ho6here Ableitungen

4.1 Bezeichnungen

Wie schon im letzten Kapitel betrachten wir Abbildungen f: U — Y, wo X
und Y endlich dimensionale Vektorrdume sind, und U eine offene Teilmenge
von X ist. Nehmen wir an, dal f in jedem Punkt von U in Richtung v € X
differenzierbar ist, so erhalten wir durch differenzieren in Richtung v eine
neue Abbildung

D,f:U—=Y.

Nehmen wir weiter an, da3 D, f in jedem Punkt in eine Richtung u differen-
zierbar ist, so erhalten wir durch Richtungsableiten eine weitere Abbildung

D,D,f :U—=Y.

Fahren wir so fort, so erhalten wir (unter geeigneten Differenzierbarkeitsvor-
aussetzungen) Abbildungen

Dy Dy, D, f:U—=Y,
wo die v; (1 <14 <r) Vektoren in X bezeichnen.

Insbesondere erhalten wir so im Fall X = R™ und fiir Vektoren ey, (1 <i <
r) die hoheren Ableitungen

D, D

ekl 3k2 .

De, f:U =Y.

Diese bezeichnet man als partielle Ableitungen der Ordnung r von f. Hierfiir
schreibt man auch

(man beachte die Reihenfolge). Ist f in der Gestalt f(zi,...,z,) = ...
angegeben, so sind auch die Schreibweisen

o of
(%ckl c. 8xk28ka ’ 8% . 8xk28wkT
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r-mal partiell
differenzierbar

iiblich. In der Literatur findet man dafiir auch noch

f$k7~7---,96k2,55k1'

Man beachte jeweils die Reihenfolge der Indizes. Man kann sie sich so mer-
ken: Es wird bei jeder dieser Schreibweisen die dem Symbol f nihst stehende
Ableitung zuerst ausgefiihrt.

Definition. Sei U C R" offen und f : U — Y. Dann heifit f r-mal partiell
differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen der Ordnung p mit p <
r existieren, und r-mal stetig partiell differenzierbar, wenn zusitzlich alle
partiellen Ableitungen der Ordnung p mit p < r stetig sind.

A priori existieren so 2" verschiedene partielle Ableitungen r-ter Ordnung.
Wir werden aber sehen, dafl unter geeigneten Voraussetzungen an f viele
darunter identisch sind.

Beispiel. Wir betrachten f(z,y) = cos(z)+sin(y). Fiir die zweiten partiellen
Ableitungen finden wir

o2 f 0% f .

Py = —cos(x), 920y = —sin(x) + cos(y)
0% f : °f .
S = —sinla) Foosly), 550 = —sin(y)

Wir betrachten nun héhere Ableitungen, die sich durch totales Differenzieren
ergeben. Einfaches Ableiten eines f : U — Y (U C X offen) ergibt eine
Funktion

Df:U — Hom(X,Y).

Nochmaliges Ableiten ergibt (wir setzen voraus, dafl Df wieder in jedem
Punkt in U differenzierbar ist) eine Funktion

D?f : U — Hom(X,Hom(X,Y)).

Es ist klar, da3 wir diesen Prozef (unter geeigneten Differenzierbarkeitsvor-
aussetzungen) iterieren kénnen. Wir gelangen damit zur r-ten Ableitung

D"f:U — Hom(X,...Hom(X,Hom(X,Y))---),

wobei hier rechts r-mal das Symbol X und Hom auftritt. Wir setzen zur
Abkiirzung

Hom"(X,Y) := Hom(X,...Hom(X,Hom(X,Y))---)

(wobei rechts r-mal das Symbol Hom auftritt).
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Ist A € Hom"(X,Y), so kénnen wir die Abbildung
A X" =Y, Mz, xo,...,me) = Ay (x2) -+ (2)

betrachten. Es ist klar, daf3 A multilinear ist, d.h. in jedem Argument ist A
bei sonst fest gehaltenen anderen Argumenten linear. Wir bezeichnen den
Raum der multilinearen Abbildungen X" — Y mit

L"(X,Y).

Die Zuordnung A\ — A definiert dann einen Isomorphismus von Vektorrau-
men
Hom"(X,Y) — L"(X,Y),

wobei wir hierbei gleich noch beide R&ume in der naheliegenden Weise als
Vektorrdume aufgefalit haben. Wir schreiben daher im Folgenden auch

D" f(a)(z1,22,...,2y)
anstelle von
D" f(a)(x1)(w2) - -+ (n)-
Ubung. Man driicke die Dimension von Hom’(X,Y’) durch die Dimension

von X und Y aus.

Definition. Sei U offene Teilmenge von X. Eine Funktion f : U — Y heifit
r-mal differenzierbar, falls

DPf:U — Hom?(X,Y)

fiir jedes 0 < p < r differenzierbar ist (wobei D'f = f gesetzt ist), und
r-mal stetig differenzierbar, falls D" f stetig ist. Die Menge aller r-mal stetig
differenzierbaren Funktionen auf U wird mit C"(U,Y") bezeichnet.

Bemerkung. Es ist C"(U,Y’) ein Untervektorraum im Raum aller Funktionen
auf U mit Werten in Y.

4.2 Die Hauptséitze

Der Zusammenhang zwischen den iterierten Richtungsableitungen und den
hoheren (totalen) Ableitungen wird in den beiden folgenden Sétzen zusam-
mengefaflt.

Satz. Sei U C X offen und f : U — Y sei r-mal differenzierbar. Fiir jedes
1 < p < r und fiir alle Vektoren x1,...,x, existiert dann die Richtungs-
ableitung Dy, - -+ Dy, f. Diese ist differenzierbar in U. Ist a € U, so gilt fiir
1 <p <r die Formel

Dy, -+ Dy, f(a) = D? f(a)(z1, ..., 2n).

r-mal stetig
differenzierbar
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Beweis. Fiir p = 1 haben wir dies im letzten Kapitel gesehen. Wir fiithren
Induktion iiber p. Wir nehmen also an, der Satz sei fiir p > 1 richtig, und f
sei p + 1-mal differenzierbar. Wir betrachten die Abbildung

a Dy, ... Dy f.

Wir wollen zeigen, daf§ sie in U differenzierbar ist und die Richtungsableitung
in Richtung eines gegebenen Vektoren zg und in @ € U berechnen. Nach
Induktionsvoraussetzung kénnen wir sie jedenfalls schreiben als

vo DPf.
Hierbei ist die Abbildung
v:P(X)Y)—>Y

definiert durch
0(®) = $(on, . ., ).

Die Abbildung v ist linear. Insbesondere ist sie differenzierbar und Dv(yp) =
v. Da auch DPf differenzierbar ist, sehen wir so, da8 a +— Dy, ... D, f(a)
differenzierbar ist. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir weiter

D(Dg,...Dg,f)(a) = D(woDPf)(a)
= Duv(DPf(a)) oD (D"f)(a)
= voD(D'f)(a)

Fiir g € X gilt damit

Dy (D, .- Dy, f)(a) = (D (DPf)(a)(xo))
= Dp+1f(a)(a:0)(:v1,...,xp)
Dp+1f(a)(930,a:1,...,xp)

Dies ist aber gerade die behauptete Formel. O

Korollar. Sei U € R" offen und f : U — Y sei r-mal differenzierbar. Dann
gilt fir BV, ... b ¢ X und a € U die Formel

D f(a) (kY. Ay =3 ST (@) R R D,

i1=1 ir=1

Hierbei ist hP) = (hgp)7 o 7h£zp))t'
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Beweis. Dies folgt, indem man

WX

ip=1

schreibt, wo e; die Vektoren der kanonischen Basis des R bedeuten, und dies
in die linke Seite der behaupteten Formel einsetzt. Wegen der Multilinearitét
von DP f(a) kann man ausdistribuieren und erhilt so

D" f(a)(hY, ..., h") Z ZDT Yeis - ren) B .

i1=1 ir=1

Nun kann man den vorstehenden Satz anwenden, wonach ja

Drf(a)(eilﬂ R eir) = fir,---7i1 (CL)

gilt. O

Der vorangehende Satz 148t sich umkehren, wenn man voraussetzt, daf3 die
iterierten Richtungsableitungen stetig sind. Wir formulieren diese Umkeh-
rung hier fiir den Spezialfall von Funktionen in n Verédnderlichen, d.h. fiir
Funktionen mit einer Teilmenge des R™ als Definitionsbereich.

Satz. Sei U C R" offen und f : U — Y. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

1. f ist r-mal stetig partiell differenzierbar.

2. f ist r-mal stetig differenzierbar, d.h. f € C"(U,Y).

Beweis. Nach dem vorangehenden Satz impliziert 2. die Behauptung 1. :
Fir 1 <p < vristja fi, i =voDPf, wov() = Aegy,...,e) fir A €
Hom"(R",Y") ist. Lediglich die Stetigkeit f;, . ; wird dort nicht ausdriicklich
festgestellt. Sie folgt aber sofort aus der von v und der von D" f (letztere
nach Voraussetzung).

Wir zeigen nun, dafl 1. die Behauptung 2. impliziert. Hierzu fiihren wir In-
duktion iiber r. Fiir r = 1 ist die gewiinschte Implikation gerade der Satz
in Abschnitt 3.4, jedenfalls fiir den Fall Y = R. Dann ist sie aber auch fiir
den Fall Y = R™ klar, denn — wie schon im vorangehenden Kapitel wie-
derholt benutzt — ist eine Abbildung mit Bildraum R™ genau dann stetig
differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen es sind. Ist Y schliefllich
nicht identisch mit einem R™, so gibt es jedenfalls einen Isomorphismus von
Vektorrdumen ¢ : Y — R™. Schreibt man f = 1o g mit g : U — R™, also
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g =1 Yo f, so ist nach der Kettenregel (und weil lineare Abbildungen dif-
ferenzierbar sind) g stetig partiell differenzierbar, also stetig differenzierbar,
und daher auch f stetig differenzierbar.

Die behauptete Implikation gelte nun fiir ein » > 1. Wir nehmen an, daf f
mindestens r + 1-mal stetig partiell differenzierbar ist. Zunéchst wissen wir
nach Induktionsvoraussetzung, dafl

D"f:U — Hom"(R",Y)

existiert und stetig ist. Es gentigt zu zeigen, dal D" f stetig partiell differen-
zierbar ist, denn dann folgt ja mit dem schon Bewiesenem, dafl D" f total
stetig differenzierbar ist, also f € C"TY(U,Y).

Zum Beweis der stetigen partiellen Differenzierbarkeit von D" f betrachten
wir die kanonische Basis eq,...,e, von R”. Es ist dann nach dem Korollar
zum letzten Satz

D' f(a) =" firis (@) Niy, oo

=1 =1
wobei ;. ;, die Elemente in Hom"(X,Y") sind, deren Wirkung auf Vekto-
ren zP) = (z®) . 2Pt ¢ R durch

)\i1 eyl (x(l), . ,CL'(T)) = :I;(l) e x(r)

erkldrt ist. (In der Tat bilden die A;, . ;, zusammen sogar eine Basis von
Hom"(R"™,Y).) Wir erkennen nun sofort, dafl D" f partielle differenzierbar
ist. Fir 1 < k < n und reelles ¢ ist ndmlich

n

D" f(a+tey) — D" f(a)  fipi (@t ter) = fi, i la)
; = Z c. Z : Azl,...,zna

i1=1 =1

und fiir ¢ — 0 strebt dieser Quotient gegen

Z e Z it k(@) Aiy i

i1=1 ir=1

Da die partielle Ableitungen f; . ; & stetig sind, erkennt man so auch noch
die Stetigkeit von D., D" f. O

Wie schon oben erwihnt, gibt es a priori 2" partielle Ableitungen r-ter Ord-
nung, und iterierte Richtungsableitungen hédngen a priori von der Reihenfol-
ge ab, in der sie genommen werden. Im Fall der stetigen Differenzierbarkeit
ist dies allerdings (und gliicklicherweise) nicht wahr. Wir beweisen zunéchst
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einen Spezialfall dieses wichtigen Phdnomens. Allerdings ist dieser Spezial-
fall und sein Beweis schon der Prototyp des allgemeinen Sachverhalts, der
dann mit abstract nonsense' aus dem Spezialfall folgen wird.

Lemma. Sei U C R? offen, und es sei f : U — R zweimal partiell diffe-
renzierbar. Die zweiten partiellen Ableitungen f12 und fa1 seien der Stelle
a € U stetig. Dann gilt

fr2(a) = f2a(a).
Beweis. Es sei a = (z9,yp). Wir betrachten den Ausdruck

W = f(xzo + h,yo + k) — f(xo + h,y0) — f(zo,y0 + k) + f(x0,y0)-

Es sei

Wir fassen hier x als Variable und yo als Parameter auf. Damit erhalten
wir

W = ¢(zo + h) — ¢(z0).

Auf diese Gleichung kénnen wir nun den Mittelwertsatz aus der Analysis |
anwenden, so dafl wir folgenden Ausdruck erhalten:

W = thl(l‘o + 191h),
mit einem geeigneten 0 < ¥; < 1. Nun ist aber

¢ (xo +91h) = fa(zo + Db, yo + k) — fa(zo + 91k, o).

Weil nach Voraussetzung f,, existiert, konnen wir hierauf den Mittelwert-
satz noch einmal anwenden, jetzt aber im zweiten Argument:

W =h-k- fey(xo+ 91h, yo + V2k),

wieder mit einem geeigneten 0 < ¥9 < 1

Analog finden wir
W= h-k- fyl‘(xo + 793]%?/0 + 194k))
mit 0 < 93,194 < 1, wenn wir mit der Funktion

Y(y) = f(zo+h,y) — f(z0,¥)

anstelle von ¢(x) starten.

!'Dieser Ausdruck wurde vermutlich von dem Mathematik-Vielschreiber Serge Lang
gepragt.
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Symmetrische

Gruppe

Durch Vergleich der beiden fiir W hergeleiteten Ausdriicke finden wir
fay(zo +V1h, yo + V2k) = fya(xo + V3h, yo + Vak)

Lassen wir nun h und k gegen 0 streben unter Beriicksichtigung , da8§ f.,
und f, existieren und im Punkte a = (x¢, yo) stetig sind, ergibt sich

faey(w0,90) = fya(T0,Y0),

was ja zu zeigen war. O

Der vorstehende Hilfssatz verallgemeinert sich auf beliebige r-mal stetig dif-
ferenzierbare Abbildungen. Um ihn zu formulieren haben wir noch ein Hilfs-
mittel aus der Algebra einzufiithren.

Mit S, bezeichnen wir die symmetrische Gruppe von r Elementen. Es ist
also S, die Menge aller bijektiven Abbildungen

o:{1,2,...;r} = {1,2,...,r}

Sind p, o € S, so ist auch ihr Kompositum p oo wieder in S,. Die Elemente
von S, nennet man auch Permutationen. Spezielle Permutationen sind sol-
che, die nur zwei benachbarte Zahlen vertauschen: ist 1 < p < r so setzt
man

p+1 fallsi=np,

(1) =4 p falls i = p + 1,

') sonst.

Permutationen dieser Gestalt nennt man auch Transpositionen. (Ganz all-
gemein versteht man unter einer Transposition eine Permutation, die zwei
fest gewihlte, nicht notwendig benachbarte Zahlen vertauscht und alle an-
deren festlift.) Unsere speziellen Transpositionen wollen wir fiir den Augen-
blick Nachbar-Transpositionen nennen. In der Algebra (genauer im Teilge-
biet der Gruppentheorie) wird gezeigt, da8 die 7, die Gruppe S, erzeugen.
Einfach ausgedriickt heify dies, dal zu jeder Permutation o € S, Nachbar-
Transpositionen 7, (1 < p < m) exisieren, sodaf§

0 =T10T20:::0Tpy.

Satz. Sei U C X offen, f € C"(U,Y) und a € U. Dann ist D" f(a) symme-
trisch, d.h. fir alle x1,...,z, € X und alle Permutationen o € S, gilt

Drf(a)(xa(l)vxo(Q)a s 7:BO'(T)) = Drf((l)(l'l,l’% s :En)

Bemerkung. Insbesondere kommt es also bei eine r-mal stetig differenzier-
baren Abbildung bei der Bildung von iterierten Richtungsableitungen nicht
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auf die Reihenfolge der Operationen D, an. Genauer hat man (stetige Dif-
ferenzierbarkeit vorausgesetzt !)

D, D Dy f = Day Doy Do, f-

To(1) o)

Fiir partielle Ableitungen bedeutet dies (stetige Differenzierbarkeit voraus-
gesetzt )
" f _ o f
0Ty(1y0T5(2) -+ OTg(ry 01101201

Beweis. Es geniigt, die erste Formel in der angefithrten Bemerkung zu be-
weisen. Wir zeigen sie zunéchst fiir » = 2. Hieraus ergibt sich dann die
allgemeine Formel mittels etwas Algebra.

Es seien also x,y € X gegeben. Wir wéhlen Isomorphismen von Vektorrau-
men
K: X —-R"™ +:R"—=Y

Damit kénnen wir dann f = ¢ o g o k, schreiben, wobei g eine Abbildung
g: k({U) — R"ist und x(U) C R™ (in der Tat ist f =171 ogor~!). Man
iiberlegt sich leicht, dafl x(U) offene Teilmenge des R™ ist (es sind ja die
linearen Abbildungen x und x~! stetig), und dal f wie g zweimal stetig
differenzierbar ist. Nach Kettenregel hat man

Df =D(togok)(a) =10 Dg(k(a)) o,

(wegen D(¢)(-) = ¢ und der analogen Formel fiir ). Schreibt man dies in der
Form

Df =¢oDgor,

wo ¢p(A) = 1o Aok fiir A € Hom(R™,R") ist, so kann man hierauf nochmals
die Kettenregel anwenden. Man findet so

D2f(a) =D(poDgok)(a)=¢o DQQ(H(G)) oK =10 [ng(/{(a)) o K] o K.

Hier haben wir wieder D¢(-) = ¢ benutzt (was wiederum aus der Linaritét
von ¢ folgt). Damit erhalten wir

DyDyf(a) = D*f(a)(z,y) = 1D*g(k(a))(kz)(ky) = tDyz) Dy 9(a),

(wobei wir einige Klammern weggelassen haben und sz statt x(z) etc. ge-
schrieben haben), oder also

Dnyf =1to Dn(z)Dm(y)g'

Es gentigt also D, D,g = Dy,D,g fiir u,v € R™ nachzuweisen. Dabei kon-
nen wir sogar noch annehmen, dafl g rellwertig ist. Schreibt man n&mlich
g = (91,---,92)" (dh. die g; sind die Komponentenfunktionen von g), so
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iiberzeugt man sich leicht unmittelbar anhand der Definition der Richtungs-
ableitung, da8 D,Dyg = (DyDyg1, ..., DyDygn)t. Wegen der Lineanritiit
von DyD,g in u und in v kann man ferner noch annehmen, daf§ v und v
der kannonischen Basis des R™ angehéren. Dann ist die behauptete Formel
aber gerade von der Gestalt g, ; = g4,p. Indem wir in g alle Argumente aufer
dem p-ten und ¢-ten festhalten, sehen wir, daf die letzte Formel mit der des
vorangehenden Lemmas identisch ist.

Nach dem soeben Bewiesenem habe wir also fiir eine zweimal stetig diffe-
renzierbar Abbildung
D,D,f =DyD,f.

Hieraus folgt aber sofort die allgemeine Behauptung, falls ¢ eine Nachbar-
Transposition ist, etwa o = 7,. Dann ist ndmlich

D D .. 'Dﬂ?o—(r)f

To(1) T To(2)
:D"El"'Diﬂple D(EpD “'Diﬂrf:DxlDwg"'D{Erf7

Tp+1 Tp+2

wie wir sehen, indem wir den schon betrachteten Fall » = 2 auf die (min-
destens) zweimal stetig differenzierbare Funktion Fy := Dy ., ... Dy, f(a)
anwenden.

Die allgemeine Behauptung folgt schliefilich, indem man eine beliebige Per-
mutation als Produkt ¢ = 77 0- - o7, von Nachbar-Transpositionen schreibt.
Danach erhélt man némlich D%(I)D%@) ---D%m f durch sukzessives Ver-
tauschen zweier Richtungsableitungen in Dy, Dy, --- D, f, was wir ja eben
gerechtfertigt haben. Diese vielleicht etwas vage klingende Begriindung kann
man auch préazise geben. Allerdings hat man dazu den Begriff der Gruppen-
aktion aus der Gruppentheorie einzufithren. Dies wiirde uns aber zu weit
vom Thema abbringen, und wir lassen dies als Fingeriibung fiir den Zeit-
punkt der Vorbereitung zum Zwischenexamen und nach der ersten Algebra-
Vorlesung. O

4.3 Taylorentwicklung

Wir erinnern zunéchst noch einmal an den Satz von Taylor fiir Funktionen
einer reelle Variablen. Ist g eine Funktion in C*((a,b),R), etwa a < 0 < b,
so gibt es zu jedem t € (a,b) eine reelle Zahl 0 < ¥ < 1, so da8

g(k_l)(o)tkﬂ n g(k)(l%)tk.

(k—1)! k!

g(t) =g(0) + g (0)t + -+

FEtwas ungenauer haben wir also eine Darstellung

g(t) = “Polynom vom Grad < k” + R(t),
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wobei
R(t)=0(t) (t—0).

Der klassische Satz von Taylor ist im Allgemeinen etwas allgemeiner formu-
liert, ndmlich fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt im Intervall (a,b), und
es geniigt, vorauszusetzen, dafl g nur k-mal differenzierbar ist (d.h. die k-te
Ableitung mufl nicht unbedingt stetig sein). Wir werden im Folgenden die-
sen Satz auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern. Wie schon in den
beiden vorhergehenden Kapiteln bezeichnet X im Folgenden durchgehend
einen endlich dimensionalen normierten Vektorraum.

Satz. Sei U C X offen und f € C*(U,R). Sind a € U und h € X, sodaf
die Verbindungsstrecke von a nach a+h ganz in U gelegen ist, so gibt es ein
0 <9 <1, sodafs gilt:

flath) = f(a)+Df(a)(h)+ 55 D*f(a)(h ) + -
1 1

(k—1) k-1
A ™

DY f(a+0n)(h,...,h).

(Hierbei meinen wir mit D" f(a)(h,...,h), daf$ alle k Argumente der mul-
tilinearen Abbildung D" f(a) als h zu nehmen sind. Als Verbindungsstrecke
von a nach a + h bezeichnet man die Menge aller Punkte von X der Gestalt
a+ th, wo t das Intervall [0, 1] durchlauft.)

Beweis. Wir wenden den Satz von Taylor fiir Funktionen einer reellen Va-
riablen auf die Funktion

g(t) = f(a+th)

an. Nach Voraussetzung ist diese jedenfalls auf einem offenen, das Intervall
[0,1] umfassenden Intervall definiert. Wir haben also die anfangs zitierte
Entwicklung von ¢(t) um ¢ = 0 zur Verfiigung. In der Tat ist dies aber
genau die Formel unseres Satzes, denn ¢ ist r-mal differenzierbar und

¢ (t) = D" f(a+th)(h,...,h).

Zum Nachweis dieser Formel (und der k-maligen Differenzierbarkeit von g)
wenden wir die Kettenregel an. Dazu schreiben wir g als g = fo~y, wo y(t) =
a+th ist. Als affine Abbildung ist  differenzierbar. Es gilt Dv(t) : R — X,
u +— wh. Nach der Kettenregel ist dann mit f auch g = f o~y differenzierbar,
und, wie wir gleich nachrechnen werden, findet man

g = (Dnf)on.

Da nun Dy, f € C*~D(U,R), ergibt die gleiche Formel auf Dj, f an Stelle von
f angewandt die Differenzierbarkeit von ¢’ und die Formel ¢” = (D (D f))o

Satz von
Taylor
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~. Mittels Induktion erh&lt man so die k-malige Differenzierbarkeit von g und
fiir jedes 0 < r < k die Formel

9" = (D} f) o h.

Wegen Dy f(b) = D" f(b)(h, ..., h) ist dies aber gerade die oben ausgespro-
chenen Behauptung.

Es bleibt, den Nachweis von ¢’ = (Df) o v zu erbringen. Dazu sei u € R.
Dann ergibt die Kettenregel

g(t)-u = Dg(t)(u

1
o)
= =

= uDpf(y(1)).
Dies ist aber gerade die gewiinschte Formel. O
Wir wollen jetzt die Formel des letzten Satzes im Fall X = R" etwas expli-
ziter ausgestalten. Hierzu beweisen wir zunéchst

Lemma. Sei U C R” offen, f € C*(U,R) und a € U. Fir 1 <r < k hat
man dann die Formel

7! i i i i
DU f(@)(h,sh) = 30 e DY DI () B )

) / 170...12
11+ Fin=r ! "

Hierbei ist h = (hy,...,hy)" ein beliebiger Vektor im R™, und die Summe ist
iber alle n-Tupel (i1,...,4,) von ganzen Zahlen i; > 0 zu nehmen, die der
Bedingung i1 + - - - 4+ i, = 1 geniigen.

Beweis. Wir haben oben schon gesehen, daf
n . .
D f(a)(h,...,h) = > fi.g(a) Wk
Jiyeenjr=1
Die Summation ist hier iiber die Menge
I:.= {(jl,...,jr) 01 Sjla---;jr Sn}

zunehmen (die j, sind natiirlich als ganze Zahlen zu wihlen). Wir betrachten
nun die Abbildung

a: M — N:={(i1,...,0) 181, in >0, i1+ +ip =1},

die jedem j := (j1,...,jr) das n-Tupel (i1, . .., ip) zuordnet, wo i, die Anzahl
des Auftretens der Zahl p in j bezeichnet. Offenbar ist o surjektiv. Der Punkt
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ist nun, daf} ein Term in der letzten Summe nur vom Bild unter o abhéngt,
denn fiir (i1,...,4,) = a(j1,...,jr) ist ja offenbar

S L N 1N
und wegen der r-fachen stetige Differenzierbarkeit gilt
D ... D¥f =D, . . Dinf.
Also kann man die letzte Summe auch schreiben als

D' f(a)(h,....n)= > DYV DI f(a) B - R e (i)

114 Fin=r
wo #a~1(i) die Anzahl der Urbilder von i = (iy,...,4,) unter a bezeichnet.
Unser Satz folgt nun aus dem nachstehenden Lemma. O

Lemma. Die Anzahl der Mdglichkeiten, r Personen aufn Rdume zu vertei-
len, wo Raum Nr. q genau iq Personen fassen soll, und wobei i1+ -+, =1
gilt, ist gleich

r!

11!

i1l il

g
Die Personen des Lemmas entsprechen den Stellen eines r-Tupels (j1, . .., jr),
und der Raum Nr. 1 entspricht der Menge der Stellen, die eine 1 enthalten
etc. Die im letzten Lemma auftretenden Zahlen heilen Multinomialkoeffizi-
enten. Der Name erklért sich aus der Formel

| .
rl ;
(a1 +---+ap) = E ﬁalll“'allna

ER - 11+ ...7n:
die das Produkt der linken Seite als Summe von Multinomen mit geeigne-
ten Koeffizienten (eben den Multinomialkoeffizienten) schreibt. Den Beweis
dieser Formel als auch des Lemmas lassen wir als Ubung. Man erbringt sie
leicht, indem man sich an dem (bekannten) Fall n = 2 orientiert.

Wir sehen also, daf fiir eine Funktion von n reellen Variablen die Abbildung
h +— D" f(a)(h,...,h) ein Polynom in hy,...,h, ist. Genauer ist es sogar
ein homgenes Polynom vom Grad r, d.h. ein Polynom, welches nur Monome
der Gestalt

hzf .o hin
enthilt, fiir die der Grad i1 + - - - + i, stets gleich r ist. Der Satz von Taylor

kann nun fiir Funktionen mit Definitionsbereich im R"™ mittels des vorletzten
Lemmas in der folgenden Form wiederholt werden:

Multinomial-
koeffizienten
und
multinomische
Formeln

Homogene
Polynome
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Hessesche I

Satz. Sei U C R™ offen, f € C*(U,R) und a € U. Es sei || - || eine Norm
auf dem R™ und r > 0 so gewdhlt, daff U,(a) C U (wobei Uy(a) beziiglich
der gewdhlten Norm gebildet ist). Dann gibt es eine Konstante C = C(r),
sodaf fir alle h € U,(0) gilt:

k—1

Fa+) =3 pelhrs. . ha)l < C IR
r=0

Hierbei ist p, das Polynom auf der rechten Seite der Formel des vorstehenden
Lemmas.

Bemerkung. Man kann, wie im Fall einer Variablen, beweisen, daf} die p,
wie im Satz die einzigen homogenen Polynome vom Grad r sind, sodaf die
dort ausgesprochen Tatsache gilt. Genauer gilt sogar Folgendes: Hat man

Polynome py, ..., pr_1, wobei p, homogen vom Grad r ist, und gilt
R(h
1m L — s
h=0 |[][F=1
WO

k—1
R(h) := f(a+h) = _pe(h)
r=0

gesetzt ist, dann ist p, gleich der rechten Seite der Formel im oben aufge-
fithrten Lemma. (vgl. die entsprechende Ubungsaufgabe im Anhang B).

Wichtig ist der Spezialfall k¥ = 2. Hier kann man das Polynom ps noch in
matrizieller Form schreiben.

Definition. Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung von n
Variablen. Die Hessesche von f im Punkt a € R™ ist definiert als die Matrix

le(a) e flyn(a)

Hy(a) = f2,1.(a) ---fg,n(a)

fn71.(a) .. .fn.,n(a)

Bemerkung. Da wir voraussetzen, dafl f stetig differenzierbar ist, kénnen wir
schliefien, dafl H(a) symmetrisch ist, d.h. symmetrisch unter Spiegelung an
der Hauptdiagonalen. In Formeln gilt also

Hy(a)' = Hy(a).

Das Polynom

pa(h1,. . hn) = > fij(a) hiby

ij=1
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des letzten Satzes konnen wir mittels der Hesseschen schreiben als
pa(h) = h'Hy(a)h.

Hier ist auf der rechten Seite das Matrixprodukt der einzeiligen Matrix h?
mit H¢(a) und dann mit der einspaltigen Matrix h zu nehmen. Mit der
Jacobi-Matrix und der Hesseschen erhalten wir so:

Satz. Sei U C R" offen, f € CF(U,R), seia € U und r > 0 so gewdhlt, daf Satz von
Ur(a) C U (insbesondere also f(a+ h) fir h € U, (0) erkldrt ist). Dann gibt Taylor und
es zu jedem h € U,(0) ein 0 < 0 < 1, sodafs Hessesche

fla+h) = f(a) + Ts(a)h + %htHf(a + 0h)h.

4.4 Intermezzo: Quadratische Formen

Wir haben gesehen, daf fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
von n rellen Variablen die quadratische und symmetrische n x n-Matrix
Hy(a) und das quadratische Polynom h'H(a)h (in den n Variablen h =
(h1,...,hy)t eine wichtige Rolle spielen. Wir wollen solche Polynome nun
etwas genauer studieren.

Definition. Eine quadratische Form von n Variablen ist ein homogenes Quadratische
Polynom in n Variablen vom Grad 2. Form

Die quadratische Form 22+ - -+x2 hat die spezielle Eigenschaft, daf sie stets
nicht-negative Werte annimmt. (Dies erkannt man sofort an ihrer speziellen
Gestalt.) Diese Eigenschaft spielt in unserer weiteren Theorie (und auch
sonst) eine wichtige Rolle.

Definition. Eine quadratische Form (Q(z) von n Variablen heifit Definite

Formen

e positiv definit, falls Vo € R™, 2 # 0 : Q(x) > 0.

e negativ definit, falls Vo € R™, 2 # 0 : Q(z) < 0.

e positiv semi-definit, falls Vx € R™ : Q(x) > 0.

e positiv semi-definit, falls Vz € R", x # 0: Q(z) < 0.
e indefinit, falls 3z,y € R™: Q(x) > 0, Q(y) < 0.

Offenbar gehort jede quadratische Form einer der aufgelisteten Kategorien
an. Beispiele erhélt in der Form

Q(x1,. .. xp) =T+t —ai — - —aay, (a+b<n).

Dies sind aber im gewissen Sinne auch schon die Prototypen von quadrati-
schen Formen. Es gilt nédmlich:
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Signatur einer
quadratischen
Form

Satz. Sei Q(z) eine reelle quadratische Form inn Variablen (d.h. firx € R™
erklirt). Dann gibt es eine Matriz A € GL(n,R) und ganze Zahlen a,b > 0,
sodaj3

a a+b
Q) =Y v — > v,
p=1 p=a+1

woy = Az, y = (y1,...,yn)t ist. Die Zahlen a und b sind durch Q eindeutig
bestimmt.

Bemerkung. Das Paar (a,b) bezeichnet man als Signatur von Q. An der
Signatur erkennt man offenbar sofort, welcher Definitheitskategorie () an-
gehort. Die Signatur kann man zu vorgelegtem () mittels eines einfachen
Algorithmus ausrechnen, wie der folgende Beweis zeigt.

Beweis des Satzes.. Fiir n = 1 ist der Satz trivial, und den allgemeinen Fall
kann man mittels Induktion analog zur Methode fiir n = 2 einsehen; wir
lassen die Details der Induktion als Ubungsaufgabe.

Im Fall n = 2 ist die Methode des Beweises als quadratisches Ergédnzen
bekannt:

2 2 4 2
ot ) (B

Hier haben wir @ > 0 und D := b? — 4ac > 0 angenommen. Die anderen
Fille a < 0 bzw. a =0, c# 0 und D > 0 oder D < 0 behandelt man analog.
Ist @ = ¢ = 0, so benutzt man xy = (v + )2 — (v — y)2. O

Man kann quadratische Formen auch in matrizieller Form studieren. Zu-
néchst kénne wir einen quadratische Form nach Definition in der Gestalt

Q(z) = Zaijxixj
i<j

schreiben. Hier ist iiber alle Paare von nicht-negativen ganzen Zahlen (i, j)
mit ¢ < j zu summieren, es ist z = (x1,...,2,)", und die a;; sind die
Koeffizienten von (). Dann ist aber

Q(z) = ' Fu,
wenn man die n x n Matrix F' = (Fj;) folgendermaflen erklért:
Aij falls 7 = j

Fij =< ta;; fallsi<j.

%aji falls i > j
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Offenbar ist F' symmetrisch, und es ist auch die einzige symmetrische Matrix
mit der Eigenschaft, dal Q(z) = z!Fz fiir alle z gilt. Umgekehrt wird fiir
jede symmetrische n x n-Matrix F' vermége Q(x) := 2! Fz eine quadratische
Form erklért. Der eben angefiihrte Satz kann man daher in matrizielle Form
iibersetzen:

Satz. Sei F' eine reelle, symmetrische n x n-Matriz. Dann gibt es ein A €

GL(n,R), sodafs

+1

+1

F=At A

0

Die Diagonalmatriz auf der rechten Seite ist eindeutig durch F bestimmt.

Bemerkung. In der linearen Algebra zeigt man, dafl A sogar als orthogonale
Matrix (d.h. es gilt A® = A~!) gewihlt werden kann.

b= <b?2 b?)’

und etwa a > 0, D := b? — 4ac < 0. Dann ist

9 2
x 2 2 b |D|
F — b _
(2,9) <y>_aa: + by + cy —(\/E:c+—2 y) +< AR

Beispiel. Sei

a

und somit

E

Va0 1o\ (Ve sz
4= <L VID| <0 1> 0 |D
2va  2\/a 2\/a

Ubung. Gegeben sei eine quadratische Form Q(z,y) = az? + bry + cy? in
zwei Variablen. Man beweise:

1. Q ist positiv definit genau dann, wenn D := b? — 4ac < 0 und a > 0.
2. @ ist negativ definit genau dann, wenn D := b? — 4ac < 0 und a < 0.

3. Q ist indefinit genau dann, wenn D := b% — 4ac > 0 .
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(In)definite

Bilinearformen

Striktes

Maximum

Kritischer

Punkt

Man kann den Begriff einer quadratischen Form auch abstrakter fassen, nam-
lich als symmetrischen Bilinerform auf einem Vektorraum X, d.h. als Ele-
ment B € S?(X,R). Ist ndmlich Q(z) eine quadratische Form in n Variablen,
so definiert

B(z,y) = Q(z +y) — Qx) — Qy)

ein Element Q € S(R™, R). Dies sicht man sofort ein, indem man Q(z) in
matrizieller Form schreibt und die Distributivitdt der Matrix-Multiplikation
ausnutzt. Ist umgekehrt ein B € S2(R", R) gegeben, so ist

Q(l‘) = B((I}, x)

eine quadratische Form in n Variablen.

Wegen dieses Zusammenhangs kann man leicht Begriffsbildungen und Sétze
iiber quadratische Formen auf solche fiir Elemente von S?(X,R) iibertragen,
wo X einen endlich dimensionalen reellen Vektorraum bezeichnet. So nennt
man ein B € S%(X,R) positiv definit, falls B(z,z) > 0 fiir alle z # 0
gilt, und entsprechend spricht man von negativ definiten, indefiniten etc.
symmetrischen Bilinearformen. Insbesondere ist eine symmetrische positiv
definite Bilinearform auf X nicht anderes als ein Skalarprodukt.

4.5 Maxima und Minima

Wir erinnern an den Begriff des lokalen Maximums: Eine Funktion f: U —
R (wo U offene Teilmenge eines normierten Vektorraums ist) besitzt bei
a € U ein lokales Maximum, falls es ein r > 0 gibt, soda8l f(a) > f(z) fiir
alle z € U, (a) gilt.

Definition. Ein lokales Maximum a einer Funktion heifit strikt, wenn es
eine r > 0 gibt, sodafl f(a) > f(z) fir x € U,(a), z # a gilt.

Entsprechend sind die Begriffe Minimum und lokales Minimum erklért. Wei-
te haben wir gesehen, daf} eine differenzierbare Funktion hochstens dann
einen lokalen Extremwert bei a besitzt, falls Df(a) = 0 ist. Wir nennen
solche Punkte, d.h. PPunkte a aus dem Definitionsbereich einer differen-
zierbaren Funktion mit DF(a) = 0. kritische Punkte.

Im folgenden werden wir, wie im Fall einer reellen Verédnderlichen mittels
des Satzes von Taylor, ein hinreichendes Kriterium fiir die Bestimmung eine
Extremwertes herleiten. Genauer beweisen wir

Satz. Sei U C X offen, sei f € C2(U,R) und a € U. Es gelte Df(a) = 0.
Dann gilt:
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1. Ist D%f(a) negativ (positiv) definit, so hat f bei a ein striktes lokales
Mazimum (Minimum,).

2. Ist D?f(a) indefinit, so liegt bei a weder ein lokales Maximum, noch
ewn lokales Minimum vor.

Bemerkung. Man beachte, dafl im Satz nicht alle Fille erfaf3t sind. Ist ndm-
lich D2 f(a) lediglich semi-definit (z.B. im einfachsten Fall D%f(a) = 0), so
mufl man hohere Ableitungen heranziehen, um das genaue Verhalten von f
bei a zu studieren.

Einen kritischen Punkt a mit D?f(a) nennt man auch Sattelpunkt oder Af-
fensattel (vgl. dazu die Graphen im Anhang und das nachstehende Beipiel).

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, f(z,y) = 2% — ¢%
Dann ist D2f(0) = 0 und D?f(0)((x,)!, (z,y)!) = 2* — y* (Nachrechnen
1). Also liegt bei 0 ein Sattelpunkt vor. In der Tat: Entlang der Geraden
x = 0 verhélt sich f wie eine nach unten getffnete Parabel. Dagegen gleicht
sie entlang der dazu vertikalen Geraden y = 0 einer nach oben getffneten
Parabel. Thr Graph iiber einer Umgebung von x = y = 0 gleicht daher einem
Sattel.

Wir zerlegen den Beweis in zwei Lemmata.

Lemma. Sei U C X offen und f € C?>(U,R). Die Funktion f habe ein
lokales Maximum (bzw. Minimum) bei a € U. Dann ist D?f(a) negativ
(positiv) semi-definit.

Beweis. Indem wir f ggfs. durch — f ersetzen, konnen wir annehmen, daf} bei
a ein lokales Maximum vorliegt. Dann gibt es also ein € > 0, so dafl f(a) >
f(z) fiir alle € U.(a). Wir nehmen an, es gibt ein h € X mit D?f(a)(h, h) >
0, und fithren dies zum Widerspruch. Wegen der Stetigkeit der Abbildung
D? f(z) (nach Voraussetzung ist f ja zweimal stetig differenzierbar) und
wegen D?f(x)(h,h) = D3 f(z), ist dann D?f(x)(h,h) > 0 fiir jedes z aus
einer geeigneten ¢’-Umgebung von a. Sei 6 = min(e, ¢’). Ferner wihlen wir
ein 0 > 0, sodall a + oh € Us(a). Nach der Taylorschen Formel (und mit
Df(a)(ch) = 0) gilt dann

Fla+oh) — fla) = %ﬁp?f@ + doh)(h, h) > 0

mit einem geeigneten 0 < ¥ < 1. Andererseits ist aber f(a + oh) < f(a).
Ein Widerspruch. O

Lemma. Sei f € C?(U,R) und D?f(a) positiv (negativ) definit. Dann exi-
stiert ein € > 0, sodafl D?f(z) fir alle x € U.(a) positiv (negativ) definit
15t.

Affensattel I



64

Ho6here Ableitungen

Beweis. O.B.d.A. sei D?f(a) positiv definit (sonst betrachte man — f anstel-
le von f). Wegen der Aquivalenz der Normen auf einem endlich dimensiona-
len Vektorraum geniigt es, die Behauptung mit einer uns beliebigen Norm

auf X zu zeigen. Wir wiihle als Norm: ||h|| := y/D?f(a)(h, h). Dieses ||h]| ist
wohldefiniert, da (x,%y) — D?f(a)(x,y) ein positiv definites Skalarprodukt
definiert. Der Leser iiberlege sich als leichte Ubung den Beweis der Axiome
(SP1)-(SP4). An dieser Stelle des Beweises benutzen wir die Varaussetzung,
daB D?f(a) positiv definit ist. Als Norm auf S?(X,R) wiihlen wir

||| = sup{[®(z,y)| : z,y € X, [lz]| = [ly]| = 1}.

Nun ist D?f : U — S?(X,R) nach Voraussetzung stetig. Insbesondere gibt
es daher ein € > 0, sodaB fiir alle = € U,(a) stets

1

ID*f(@) - D*F@)]| < 5.

also fiir h € X, h # 0 die Ungleichung

(D%f(a) — D*f(x)) (ﬁ %) | < %

gilt. Damit hat man dann fiir € Uc(a), h € X, h # 0 schliefllich

D f(x) (!Z\IHZII> > D*f(a) (HZHHZH) N % N HIIZII

d.h. D2f(x)(h,h) > 0. O

2
- =1/2>0
5=V ’

Beweis des Satzes. Sei D? f(a) negativ definit. Wir wihlen ein € > 0 wie im
Lemma. Ist dann = € Uc(a), so erhalten wir nach dem vorstehenden Lemma
und mit dem Satz von Taylor fiir h:=z —a

fla+h) — fla) = %DQf(a + OB (h, h) < 0.

Also hat f bei a ein lokales Maximum. Entsprechend ergibt sich die zweite
Behauptung iiber den positiv-definitem Fall.

Falls nun D?f(a) indefinit ist, so liegt bei a in der Tat weder ein lokales
Maximum, noch ein lokales Minimum vor, denn hétte f bei a ein lokales
Maximum oder aber ein lokales Minimum, es wire D?f(a) nach dem vor-
letzten Lemma semi-definit. ]

Im Anhang sind die Graphen einiger Funktionen f: R? — R jeweils in der
Naihe eines kritischen Punktes dargestellt. Diese Beispiele lassen schon die
Vielfalt von Erscheinungsformen erahnen, denen man gegeniibersteht, wenn
man das Verhalten von Funktionen in mehreren Variablen in der Umgebung
von kritischen Punkten studiert und zu klassifizieren versucht.



Kapitel 5

Systeme differenzierbarer
Gleichungen

5.1 Banachscher Fixpunktsatz

Ist f: X — X eine Abbildung eines metrischen Raumes in sich, so stellt
sich in vielen Problemen die Frage nach Fixpunkten von f, d.h. den Punkten
x € X mit

x = f(x).

Ein wichtiges und einfaches Kriterium fiir die Existenz von Fixpunkten ist
der Banachsche Fixpunktsatz, den wir in diesem Abschnitt beweisen werden.

Zur Formulierung dieses Satzes zunéchst an eine Definition:

Definition. Sei X ein vollsténdiger metrischer Raum (mit Metrik d). Eine
Abbildung f : X — X heif3t kontrahierend, falls es eine reelle Zahl 0 < h < 1
gibt, sodaf} gilt:

Va,y € X 1 d(f(z), f(y)) < h-d(z,y).
Die Zahl h heifit dann Kontraktionskonstante.
Bemerkung. Offenbar ist eine kontrahierende Abbildung insbesondere stetig.

Satz. Sei X sei ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X eine
kontrahierende Abbildung. Dann hat f einen und nur einen Fizpunkt x. Fiir
jeden beliebigen Punkt xg € X gilt lim, o f™(x¢) = x, wobei f™ die n-fache
Komposition fo fo---o f bedeutet.

Beweis. Eine kontrahierende Abbildung hat in der Tat hochstens einen Fix-
punkt. Sind ndmlich f(z) = =z und f(y) = y zwei Fixpunkte, so gilt mit

Kontrahieren-
de
Abbildung

Banachscher

Fixpunktsatz
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einem geeigneten h < 1

Es folgt d(z,y) =0, d.h. x = y.

Zum Nachweis der Existenz und des Zusatzes sei zg € X beliebig gewahlt.
Wir setzen x,, := f™(xo), also x, = f(x,—1) fiir alle n > 1. Nach Voraus-
setzung gibt es ein h < 1, sodaB d(f(z), f(y)) < h-d(x,y) fir alle z,y € X
gilt, d.h. mit den eben eingefiithrten Bezeichnungen ist

d(Tpt1,Tn) < h-d(xn, Tp—1) < h? . d(zp—1,Tn—2) < ... < h"d(x1,x0).

Es folgt
o0 o0 . 1
T;)d(xn-i-laxn) < d(x1,70) nzzzl W= d(w1,w0) T

An dieser Stelle haben wir ausgenutzt, dafl h echt kleiner als 1 ist. Weiter
gilt fiir m > n nach der Dreiecksungleichung

d(l‘m, xn) < d(l'm;mm—l) + d(xm—la xm—2) +- 4+ d(xn—l-l,mn) = Sm — Sn,

wo s, die n-te Partialsumme der Reihe ), d(zy,xr—1) bedeutet. Da diese
Reihe aber, wie eben eingesehen, konvergiert, ist (s,) eine Cauchy-Folge.
Nach der letzten Ungleichung ist dann auch (x,,) eine Cauchy-Folge (in X),
und, da X ja nach Voraussetzung vollstdndig ist, mithin konvergent.

Setze x := limy, o T,. Da f als kontrahierenden Abbildung stetig ist, kon-
nen wir schlieflen:

f(x) = lim f(x,)= lim z,41 = =.
n—oo n—od

Wie behauptet ist  somit Fixpunkt von f. O

Beispiel. Wir betrachten die Gleichung cosx = x. Auf dem abgeschlossenen
Intervall [—1,+1] ist der Cosinus kontrahierend, denn mit dem Mittelwert-
satz finden wir

cosz —cosy = —(z —y) - siné

fiir ein £ € (—1,+1), jedenfalls |sin| < 1. Da eine abgschlossene Teilmenge
eines vollstandigen metrischen Raumes wieder vollstindig ist (Ubungsauf-
gabe !), hat also nach dem Banachschen Fixpunktsatz cosx = = genau eine
Losung —1 < x < +1. Diese erhélt man etwa als Limes der Folge zg = 0,
Tpt1 = COS T,

Ubung. Bestimmen Sie n sodaff, in den Bezeichnungen des vorstehenden
Beispiels |z, — 2| < 1/10000 ist.
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5.2 Umbkehrsatz

Wir erinnern zunéchst an den Umkehrsatz aus der Anaysis 1. Es sei f eine
auf dem offenen Intervall U erklérte, stetig differenzierbare Funktion, und es
gebe ein a € U mit f'(a) # 0. Wegen der Stetigkeit der Ableitung ist dann
sogar f'(x) # 0 fiir  aus einem geeigneten offenen Intervall (a,b) C U,
welches a enthiilt, und zwar kann (a,n) so gewihlt werden, dafl entweder
f'(xz) > 0 fiir alle z € (a,b) oder aber f'(z) < 0 fiir alle x € (a,b) gilt.
Jedenfalls ist f dann auf dem Intervall (a,b) streng monoton. Das Intervall
(a,b) wird demnach bijektiv auf das Intervall (u,v) abgebildet, wo u und
v das Infimumm bzw, Supremum von f auf (a,b) bezeichnen (man wende
den Zwischenwertsatz an; u oder v konnen auch gleich +o00 sein). Die auf
(f(a), f(b)) bzw. (f(b), f(a)) erkldrte Umkehrfunktion ist ebenfalls stetig

differenzierbar, und fiir ihre Ableitung gilt (f~1)(f(z)) = ﬁ

Diese Sachverhalt gilt im Wesentlichen auch fiir Abbildungen zwischen be-
liebigen nrmierten Vektorrdumen.

Satz. Fs seien X und Y endlich dimensionale normierte Vektorrriume, U
eine offene Teilmenge von X und f € CP(X,Y) fir einp > 1. Es seia € U
und Df(a) bijektiv. Dann gibt es eine offene Umgebung A C U wvon a, so
daf$ B := f(A) CY offen und

fla:A— B
bijektiv ist. Es gdtlﬂzl e Cr(B,X).

Bemerkung. Gibt es zu einem a € U eine offene Umgebung A von a, sodafl
fla : A — f(A) bijektiv und f(A) offen ist, so sagt man f sei lokal bei a

invertierbar bei a.

Unter den Voraussetzungen des Satzes hat man fiir die Ableitung von f‘:xl
die Formel

D(f)(w) = (D)™,

wenn y = f(x), x € A, y € B ist. Insbesondere ist also D f(x) also fiir jedes
x € A invertierbar. Dies erhilt man leicht durch Anwendung der Kettenregel
auf

id:ﬂfoﬁm

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte. Ferner nehmen wir
zunéchst an, dafl

X=Y, fla)=a=0, f(0)=id.

(Wir schreiben im Folgenden aber trotzdem gelegentlich Y statt X wenn
wir hervorheben wollen, daf} es sich um den Bildraum von f handelt. Ferner

Umkehrsatz I

lokal

invertierbar
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benutzen wir in den folgenden Betrachtungen gelegentlich f() fiir D" f, da
hierdurch verschiedene Formeln lesbarer werden.)

Wir haben im Wesentlichen zu gegebenem y € Y die Losungen x € U der
Gleichung y = f(z) zu studieren. Dies kénnen wir auf ein Fixpunktproblem
zuriickfithren, indem wir die Funktion

Gy : U— X, gy(f) 5:y+l‘_f(x)
einfithren. Es ist namlich

y = f(z) <=z = gy(2).
Offenbar ist auch g, € CP(U,Y), und es gilt Dg,(0) = 0.

)
Lemma (1). Es gibt eine offene Umgebung U,(0) C U von 0 (r > 0), sodafs
fiir jedes y € Y gilt

1
Vo € Up(0) Vh € X : |lgy (@) (W] < 57l

(Hier und im Folgenden bezeichnet ||-|| die Normen auf X und Y, und U, (0)
ete. sind beziiglich dieser Normen gemeint.)

Beweis. Wir benutzen die Norm
|All = sup{||4h[| : h € X, ||h][=1} (A € Hom(X,Y))

Die Bedingung || Dgy(z)(h)| < 3||h|| ist dann quivalent zu || Dgy,(z)|| < 1.
Da Dg, : U — Hom(X, X) nach Voraussetzung stetig ist und Dg,(0) = 0
gilt, gibt es tatsdchlich ein r > 0, soda$ fiir x € U,(0) die Ungleichung
[Dgy(@)]| < § gl 0
Lemma (2). Es sei y € Uz(0). Dann st g, (Ur(())) C U,(0). Die Ein-
schrinkung

9ylgoy - Ur(0) — Ur(0)

ist kontrahierend mit Kontraktionskonstante %

Beweis. Entwickeln wir g,(x) nach der Taylorformel, so erhalten wir

9y(x) =y + Dy, (9z)(x)

mit einem 0 < ¥ < 1. Es ist damit fiir ||| < r und |ly|| < r/2 und nach
dem vorangehenden Lemma

1
lgy (@)1 < Nyl + llg, D) (@) < llyll + gy D)l - llll < llyll + Sl < .
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Die Abbildung g, ist kontrahierend auf U,.(0). Seien némlich x1, z2 € U,(0),
dann gilt mit einem geeigneten 0 < ¥ < 1 die Gleichung

gy(z2) = gy(z1) + Dgy(z1 + (22 — 21)) (22 — 21)

Also
lgy(x2) = gy (@)l = | Dgy (a1 + (a2 = 21)) (2 — 1))
o — &
< |[Dgy(x1 + I(za — x1)]| - |we — 21| < w
Letzteres folgt wegen 1 + 9(xo — x1) € U,.(0). -

Lemma (3). Zu jedem y mit |y| < r/2 gibt es ein und nur ein x € U,(0),
sodafl y = f(x). Insbesondere ist die Finschrinkung

fia: A:=TU(0) N f~H(U5(0)) — Uz (0)
bijektiv.

Beweis. Nach dem vorangehenden Lemma kénnen wir den Banachschen Fix-
punktsatz auf

9y|Ur(0) : Ur(0) — U,(0)

anwenden. Man beachte, daf§ die Bedingung der Vollstindigkeit aus dem
Banachschen Fixpunktsatz erfiillt ist, da U,.(0) als abgeschlossene Teilmenge
des Banachraums X vollstandig ist. Also gibt es genau ein z € U,(0) mit

gy(xz) =2z, d.h. f(z) =y. O

Lemma (4). Es sei B := U, 5(0). Dann ist A := f~1(B) N U,(0) offen in
X, und die Einschrinkung fi4 : A — B ist bijektiv.

Beweis. Nach dem vorangehenden Lemma ist die Einschrinkung bijektiv.
Zum Nachweis der Offenheit von A geniigt es zu zeigen, dafl

A= 4B NT(0)

gilt, denn es ist ja f~!(B) wegen der Stetigkeit von f und der Offenheit von
B = U, 5(0) offen, und der Schnitt offener Mengen ist wieder offen.

Sei also b € B, und dazu a € U,(0) mit b = f(a). Da b innerer Punkt
von B ist, gibt es ein 0 < s < 7 mit b € U,/»(0). Nach Lemma 3, jetzt

aber angewandt auf s statt auf r, gibt es ein o’ € Ug(0) mit b = f(a’). Da
Us(0) C U,(0) und wegen der Eindeutigkeit von a mufl a = a’ gelten. Mithin
ist a € U,(0), und das war zu zeigen. O
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Lemma (5). Fir y1,y2 € B gilt
13 ) = £ )l < 2l — el

Insbesondere ist f|1_41 : B — A stetig.

Beweis. Seien y1,y2 € B, und seien dazu xe,xe € A mit y; = f(z;) fiir
1 =1,2. Dann gilt

21 = 2| = [|f(@1) = f@2)| < llz1 — flz1) + 22 — f(22)]
= llgo()  gol2)| < 31 —
die letzte Ungleichung wegen Lemma 2. Damit folgt
1 — 22| < 2| f(21) — flz2)],

und indem man x; = f|1_41 (y;) setzt, erhilt man die behauptete Ungleichung.
O

Lemma (6). f‘;‘l ist differenzierbar und fiir b= f(a) mitb € B, a € A ist
Df(a) invertierbar und es gilt D(flzll)(b) = f'(a)~ L.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, da Df(a) fir a € A tatséchlich inver-
tierbar ist. Zunéchst ist jedenfalls |a| < 7, nach dem ersten Lemma also
|Dgo(a)|| < 1/2; es ist aber Dgy(a) = id —D f(a). Ist daher D f(a)(h) = 0,
so folgt |||l = ||(id =D f(a))(h)| < %|h|, also h = 0. Somit ist f’(a) injektiv,
also - als Endomorphismus von X - auch bijektiv.

Zu b € B und a € A wie im Lemma betrachten nun den Differenzenquoti-
enten L o .
B f‘A (y) — f‘A (b) = f(x)""(y —b)
ly — bll '

Schreiben wir y = f(z) mit = € A, so haben wir

A:x—@—f@f%ﬂ@—f@kzﬂ@Ymemwﬂw—ﬂ@+fWH
|y — b |y — bl

A

Damit folgt

Al < 20 - W@z =) = 7o) + fa)]

[ = al

)

wobei wir bei der letzten Ungleichung fiir den Nenner noch benutzt haben,
daB nach Lemma 6 ja |z — a|] < 2|y — b| ist. Strebt nun y gegen b, so strebt
wegen der Stetigkeit von f|1_41 (oder wegen der letzten Ungleichung) auch z
gegen a, und, da f ja differenzierbar ist, die rechte Seite der Ungleichung
fiir ||AJl gegen 0. O
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Lemma (7). f~! € C?(B, X)

Beweis. Fiir p =1 folgt dies sofort aus dem vorangehenden Lemma, wonach
ja f‘;‘l differenzierbar ist. Die Stetigkeit von D( f|j41) folgt dabei aus der
Formel

D(f‘;‘l) =invof’ o f‘;‘l

und der Stetigkeit von f’, f@l und inv. Hierbei ist inv die Abbildung
inv : GL(X) — GL(X), A AL

Die letzte Formel impliziert aber auch (unter Benutzung der Kettenregel):
Ist f|j41 vom Typ C" und r < p, so ist es auch r+ 1-mal stetig differenzierbar.

Denn es ist ja inv vom Typ C* (wir lassen dies als Ubungsaufgabe) und f” ist
nach Voraussetzung vom Typ CP~!. Daher folgt das Lemma durch Induktion
iiber 7. O

Wir beweisen nun den allgemeinen Fall durch Riickfithrung auf den soeben
behandelten Spezialfall. Hierzu betrachten wir

h:=atot_pyofoty:V:i=—a+U— X,

wo t, fiir u aus einen Vektorraum Z die Translation ¢, : Z — Z,um u
bedeutet, d.h. t,(z) = z + u, und wo « := f’(a). Man beachte, dal o nach
Voraussetzung bijektiv ist, also a1 erklirt ist.

Nun sind die affinen Abbildunen ¢, und a~! unendlich oft differenzierbar
mit Ableitungen 77, (z) = id und D(a~1)(y) = a~!, und die Menge V ist
offen. Mit f ist dann auch h vom Typ CP. Man rechnet weiter sofort nach,
daB h(0) =0, und daB A'(0) = id. In der Tat ist ja

R'(0) = D(a~Y)(...)oDty(...) o f'(ta(0)) 0 Dt (0) = id oo™t o f/(0) 0id = id .

Wir kénnen daher schlielen, dal h bei 0 lokal invertierbar ist, mit lokaler
Umkehrabbildung vom Typ CP. Indem wir dann

f=thoaohot_,

schreiben, sehen wir leicht, dafl f bei a lokal invertier bar ist und die lokale
Umkehrabbildung tatséchlich p-mal differenzierbar ist. Die Dateils hierzu
lassen wir als Ubungsaufgabe. O

Es ist bemerkenswert, dal der Beweis des Umkehrsatzes uns sogar eine Ver-
fahren an die Hand, eine Gleichung y = f(z) mit einer stetig differenzier-
baren Funktion f explizit nach x aufzulésen. Wir notieren dies hier noch
einmal.
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Korollar (zum Beweis des Umkehrsatzes). Es sei X ein endlich dimen-
sionaler normierter Vektorraum, U C X offen, f € CY(U,X) und a € U.
Es sei Df(a) = id. Dann existiert eine offene Umgebung A von a und ein
r >0 mit ACU(a) CU, sodaf gilt:

1. f ist injektiv auf A.

2. Isty € f(A), so wird durch g,(z) =y + x — f(x) eine kontrahierende
Selbstabbildung von U, (a) erkldrt.

8. Fir jeden Startwert xo € U,(a) konvergiert die Folge (g (z0))n gegen
die (eindeutige) Lisung x € A von y = f(x).

Bemerkung. Streng genommen zeigt der Beweis des Umkehrsatzes das Ko-
rollar zunéchst nur fiir den Fall a = 0 und f(a) = 0. In der Tat ergibt
eine Durchsicht des Beweises aber, dafl diese Voraussetzung iiberfliiffig ist.
(Wir haben sie nur zur Vereinfachung der Notation gemacht). Man kann sich
iiberlegen, dafl das Korollar sogar richtig bleibt, wenn f’(a) “nah” genug bei
id liegt; wir wollen dies hier aber nicht prézisieren.

Beispiel. Wir wenden das Korollar zum Umkehrsatzes an, um log 2 (als Lo-
sung der Gleichung 2 = exp(z)) zu berchnen. Wir betrachten also das Ko-
rollar fiir den Spezialfall

f(z) =exp(z), a=0.

Man beachte, daf die im Korollar geforderte Voraussetzung f'(0) = 1 erfiillt
ist. Nach dem Korollar kénnen wir also erwarten, dafl die Folge x,, mit

Tpn =Y+ Tp-1— exp(l'nfl)

gegen log(y) konvergiert, wenn nur y nahe genug bei 1 = exp(a) und der
Startwert xo nahe genug bei a = 0 (am besten natiirlich schon nahe bei
logy) gewahlt ist.

Hierzu schreibt man sich leicht ein kleines Programm (hier z.B. fiir Pari/GP):

sety( b) =

return( y + x - exp(x));

}
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und ruft es in der folgenden Gestalt auf:
? sety( 1/2); x=.7; for( n=1; 20; x=g(x); print( x))

Die folgende Tabellen gibt die ersten Folgenglieder der Folge der Iterierten
xn im Fall y = 1/2, 9 = —0.7 an.

n T n Tn

0| —0.70000000 11| —0.69315055
1] —0.69658530 12| —0.69314886
2| —0.69486919 13| —0.69314802
3| —0.69400893 14| —0.69314760
4| —0.69357824 15| —0.69314739
5| —0.69336275 16| —0.69314728
6| —0.69325498 17| —0.69314723
7| —0.69320108 18| —0.69314720
8| —0.69317413 19| —0.69314719
9| —0.69316065 20| —0.69314718
10| —0.69315392

Berechnung von log2 = 0.69314718 ... durch Iteration

Ubung. Wir betrachten ein komplexes Polynom, d.h. eine Abbildung der Komplexe
Gestalt Polynome als
p:C—C, 2z ap2"+an_12""'+...+ao, C™>-

Abbildungen

wo n eine fest vorgebene natiirliche Zahl und die a; fest vorgegebene kom-
plexe Zahlen sind.

Wir haben hier einen Spezialfall unserer Theorie, dennn C ist ein zweidi-
mensionaler euklidischer Vektorraum. Als Basis (des reellen Vektorraums C)
kann man etwa 1,7 wahlen. Das Skalarprodukt ist durch

Zw + zw

<z,w> = 2

gegeben, die dadurch induzierte Norm ist der gewohnliche Absolutbetrag
komplexer Zahlen |z| = (z,2) = z -z = /22 + y2, wo z = x + iy.

Man zeige: Es ist p differenzierbar, und es gilt die Formel Dp(a)(h) = %(a) .
h, wo Z_Z das durch

dp, . < -1
%(z) .:Zallz .
=1
l

definierte Polynom ist. (Hinweis: man zeige dies zunéchst fiir p(z) = 2".)

Man folgere: Es ist p € C°°(C, C). Die Abbildung p ist lokal invertierbar

genau dann, wenn %(a) # 0.
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Julia-Menge I

Mandelbrot-

Menge

Wir sehen also, dafl p in jedem Punkt mit Ausnahme der endlich vielen
Nullstellen des Polynoms % lokal invertierbar ist, d.h. die Gleichung w =
p(2) lokal nach z eindeutig aufgelost werden kann. Es ist interessant die so
erhaltenen Umkehrfunktionen zu studieren. Dies fiihrt in die Theorie der
Riemannschen Fléachen, eine der schonsten und reichhaltigsten Theorien der

Mathematik.

Beispiel. Es sei f : C — C mit f(z) = —2% + 2, dann ist f(0) = 0 und
Df(0) =1id (siehe oben). Setzen wir g.(z) := c+ z — f(2), so ist also

g.(2) =22 +c
Nach dem Korollar zum Umkehrsatz strebt die Folge (g7 (20)), also die Folge
zo,z§+c, (28+C)2+c,...

gegen eine Losung z von f(z) = ¢, d.h. 22 — 2z + ¢ = 0, wenn nur fiir ¢ ~ 0
und zp = 0 gewéht sind.

Es stellen sich ganz natiirlich zwei Fragen:

1. Was kann man bei festem ¢ iiber (g7 (20)),cny in Abhéngigkeit von zg
aussagen?

2. Was kann man bei fest gehaltenem Startwert zo iiber (g7 (0)),cn in
Abhé#ngigkeit von ¢ aussagen?

Zur Frage 1: Fiir ¢ = 0 erhalten wir z.B. die Folge 2z, 2(2), ZS‘, ey zgn, ..., die
gegen Null konvergiert, falls |z9| < 1 ist, fiir |29| > 1 dem Betrage nach un-
beschrénkt wéchst, und deren Glieder fiir |z9| = 1 alle in der Einheitssphére
S! liegen. Eine solche Menge wie hier S! nennt man in dieser und in &hnli-
chen Situationen eine Julia-Menge. Sie bildet eine Art ,,Grenzlinie” zwischen
den Anfangswerten, fiir die die Iterationenfolge konvergiert (Uebungsaufga-
be: wogegen denn ?) und jenen, fiir die sie unbeschrénkt ist. Sie kann sehr
komplizierte Formen annehmen. Dem Studium solcher Objekte widmeten
sich in den 20er-Jahren die Mathematiker JuLiA und FATOU. Man kann sich
iiberlegen, dal zu jedem ¢ € C ein R existiert, so daf§ fiir |z9| > R die Fol-
ge (g2 (z0)) gegen oo strebt (d.h. genauer: dem Betrage nach unbeschrinkt
wichst). Somit sind die Julia-Mengen zu den verschiedenen ¢ jedenfalls be-
schriankt. Man kann sehr leicht Approximationen solcher Mengen zeichnen
(und es gibt eine Unmenge von Programmen z.B. im Internet, die dies fiir
einen tun - aber selbstversténdlich liegt der Spafl darin, selbst so ein Pro-
gramm zu entwerfen !!!)

Zu Frage 2: Die Menge M aller ¢ € C, fiir die (¢7(0)) beschrénkt ist, wurde
nach dem Mathematiker MANDELBROT benannt. Gelegentlich wird sie auch
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als Apfelménnchen bezeichnet, was sich aus dem Bild der Mandelbrot-Menge
am Ende des Kapitels selbst erklért.

Die Mandelbrot-Menge — genauer, eine Approximation der Mandelbrot-
menge — 1483t sich sehr einfach zeichnen: Es sei

Mgy ={ceC:|g}(0)] < K fiir 0 <n < N},

wobei K, N fest zu wihlende positive Zahlen sind und — wie obe — g.(z) =
22 4+ ¢. Offenbar kann man M K,N bei geeignet gewahlten N, K als Appro-
ximation der Mandelbrot-Menge ansehen. Um Mg n auf einem Computer-
Bildschirm erscheinen zu lassen, der etwa a x b Pixel zeigen kann (a horizon-
tal, b vertikal), fiirbt man einem Pixel mit Koordinaten (h,k) (1 < h < a,
1 < k < b) schwarz, falls

el | fe(O)], | fe(£(O))], - 1FN(0)] < K

gilt, wo
3h . 3k
CcC = Chqk = (—225 + ;) + 7,(—15 + ?)
ist. Andernfalls 148t man den Pixel weifl. Die Konstanten K, N bestimmt
man am besten experimentell, d.h. man probiert den beschriebenen Algo-
rithmus fiir verschiedene K, N aus.

Noch schénere Ergebnisse erzielt man, falls man einen farbigen Bildschirm
benutzt, oder einen, der verschiedene Grauwerte anzeigen kann; dann kann
man die Geschwindigkeit v(c), mit der der Punkt 0 unter g. gegen unendlich
geht, durch verschiedene Farben oder Grauwerte wiedergeben. Genauer setzt
man v(c) = N + 1, falls ¢ € Mg n, und andernfalls v(c) = kleinstes n < N,
sodafl |f(0)| > K. Der Pixel (h, k) erhélt dann den Farb (oder Grau)-wert
v(cp k). Genauso ist die unten gegebene Abbildung erstellt worden. Dabei
wurde a = b = 200 und K = N = 20 gewihlt. Nachstehend haben wir als
Beispiel ein Programm in Pari/GP angefiigt.

/>|<**>|<**>l<**>l<*****>|<***>|<**>|<**>|<**>l<**>l<**>|<>l<*>|<************************
*

* PARI/GP-Skript zum Zeichnen von Mandelbrot- und Julia-Mengen

*

AR AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAK |

UR_X=250; UR_Y=250; SCALE = 100;
/* Der Ursprung der komplexen Ebene und ein Skalierungsfaktor®/

position( z) =
/* Gibt die Pixelkoordinaten als Vektor der komplexen Zahl z zurueck */

{
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return( round( [ UR_X + SCALE*real( z), UR_Y - SCALE*imag(z) ]));
}

Mandelbrot( x0) =

/*  Zeichnet die Menge M = { ¢ : (x_n) beschraenkt },
wobei (x_n) die Folge mit
x0=x0,x{n+1} =xn"2+c
bezeichnet.

*/
local( t);

ANZ_SCHRITTE = 20; SCHRANKE = 1.5;
plotinit(1, 500, 500);
forstep( cx = -1.5, 1.5, .01,
forstep( cy = -1.5, 1.5, .01,
¢ = cx+I*ey;
xn = x0; for( n=0, ANZ_SCHRITTE, xn = xn"2 + ¢);
if( (t=abs(xn)) < SCHRANKE,
plotcolor( 1, 1 + floor( 7*t/SCHRANKE) );
plotpoints( 1, position( c)[1], position( ¢)[2]
);
)
);
plotdraw( [1,0,0]);

}

Julia( ¢) =
/*  Zeichnet die Menge J_c = x0 : (x_n) beschraenkt ,
wobei (x_n) die Folge mit
x0=x0,x{n+1} =xn"2+c¢
bezeichnet. Fuer ¢=.28, .3 bekomt man vernuenftige Resultate.

*/
local(t );

ANZ_SCHRITTE = 20; SCHRANKE = 2;
plotkill(1); plotinit(1, 500, 500);

forstep( x0_x = -1.5, 1.5, .01,
forstep( xO_y = -1.5, 1.5, .01,
x0 = x0_x + T*x0_y;
xn = x0; for( n=0, ANZ_SCHRITTE, xn = xn"2 + c¢);
if( ( t=abs(xn)) < SCHRANKE,
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plotcolor( 1, 1 + floor( 7*t/SCHRANKE) );
plotpoints( 1, position( x0)[1], position( x0)[2])
)i
)
)i
plotdraw( [1,0,0]);
}

Das Skript (nennen wir es Julia_Mandelbrot.gp) kann dann folgendermaflen
benutzt werden:

? read( “Julia_Mandelbrot.gp”)

? Mandelbrot(0)

7 Julia(.284-.01*1)

1.57

0. 57

-0. 57

-1. 54 : : : : : :
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Das ,,Apfelménnchen*
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Beispiel. Es sei f : R? — R3 mit
x+eY

flx,y,2)=| y+¢e
z+e”

f ist an jeder Stelle 2 = (a, b, ¢)! € R3 lokal invertierbar. Dies ist iiberhaupt

nicht offensichtlich, ist aber eine Folge des Umkehrsatzes: die Determinante

der Jacobimatrix ist

1 e o0
1 e | =14ertbte

e 0 1

somit verschieden von Null, d.h. Df(z) bijektiv.

Die Funktion f ist allerdings nicht nur in jedem Punkt lokal invertierbar, son-
dern sie definiert sogar global eine bijektive Abbildung des R? auf sich selbst
(vgl. Ubungsaufgaben). Wir wollen mittels des im Korollar zum Umkehrsatz
beschriebenen Iterationsverfahrens f~!(0) berechnen. Als erste Approxima-
tion wihlen wir zg = —(3, 3, 3)%. Das Iterationsverfahren lautet
Tpi1 = g(wn) = xn — f(20) = —(exp(n,2), exp(2n3), exp(zn1))",
(wn = (xn,ly Tn,2, xn,?))t)-

Man beachte, daf§ die Voraussetzung des Korollars f’(a) = id nicht erfiillt ist:
fiir keinen Wert = stimmt die Jacobimatrix zu f’(x) mit der Einheitsmatrix
iiberein. Dennoch konvergiert das Iterationsverfahren.

n —Tn g(zn)
0 —[-1/2,-1/2,—-1/2] [0.1065,0.1065, 0.1065]
1| —[0.6065,0.6065,0.6065] —[0.06129, 0.06129, 0.06129]
2| —[0.5452,0.5452,0.5452] [0.03446,0.03446, 0.03446]
3| —[0.5797,0.5797,0.5797] —[0.01963,0.01963, 0.01963]
4| —[0.5600,0.5600, 0.5600] [0.01110,0.01110,0.01110]
5| —[0.5711,0.5711,0.5711] —[0.006309, 0.006309, 0.006309]
6| —[0.5648,0.5648,0.5648] [0.003575,0.003575,0.003575]
7| —[0.5684,0.5684,0.5684] —[0.002028, 0.002028, 0.002028]
8| —[0.5664,0.5664,0.5664] [0.001150, 0.001150,0.001150]
9| —[0.5675,0.5675,0.5675] —[0.0006524, 0.0006524, 0.0006524]
10| —[0.5669,0.5669, 0.5669] [0.0003699, 0.0003699, 0.0003699]
11| —[0.5672,0.5672,0.5672] —[0.0002098, 0.0002098, 0.0002098|
12| —[0.5670,0.5670,0.5670] [0.0001190, 0.0001190, 0.0001190]
13| —[0.5672,0.5672,0.5672] | —[0.00006749,0.00006749,0.00006749]
14| —[0.5671,0.5671,0.5671] [0.00003828, 0.00003828, 0.00003828]

Berechnung von f~1(0) fiir f(z,y,2) = [z + exp(y), y + exp(2), z + exp(z)].
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5.3 Implizite Funktionen

Gegeben sei eine Funktion f in zwei Veridnderlichen. Wir betrachten die
Punkte (z,y) mit f(z,y) = 0. Wir erwarten, daf die so erkliarte Punktmenge
eine Kurve beschreibt, d.h. (wenigstens stiickweise) als Graph einer Funktion
einer Verénderlichen beschrieben werden kann. Es stellt sich also die Frage,
ob es eine Funktion h gibt, so da} f(z,y) = 0 gleichbedeutend mit y =
h(z) ist. Anders gesagt: wir versuchen die Gleichung f(z,y) = 0 nach y
aufzulosen. Die Funktion i nennt man dann implizit durch f definiert.

Beispiel. Es sei f(z,y) = ax+by+c. Ist b # 0, so hat man y = (—ax —¢)/b.
Wir finden hier also h(x) = (—ax — ¢)/b. Man beachte, daf die Bedingung
b # 0 auch als f,(x,y) # 0 ausgedriickt werden kann.

Natiirlich kann man nicht erwarten, dafl man eine Gleichung f(z,y) = 0
global nach y auflésen kann (der Leser iiberlege sich hierzu ein Beispiel). Es
gilt aber immerhin allgemein das folgende lokale Analogon zum angefiihrten
Beispiel.

Satz. Sei U eine offene Teilmenge des R?, sei f € CP(U,R) fiir ein p > 1
und (a,b) € U. Es gelte f(a,b) = 0 und fy(a,b) # 0. Dann gibt es eine
offene Umgebung A C U won (a,b), eine offene Umgebung By C R von a
und eine Funktion h € CP(B1,R), sodaf gilt:

1. Fir alle (z,y) € A ist f(x,y) = 0 genau dann, wenn x € By und

y = h(x).
2. Fir alle (z,y) € A mit f(x,y) = 0 gilt fy(x,y) # 0, und fir alle
T € By ist £ (o, h(@)
iy — _ da(@ (@)
= )

Bemerkung. Man beachte, daf3 die funktion A durch die Bedingung 1. offe-
bar eindeutig bestimmt ist. Die Bedingung 2. liefert dann sofort noch eine
Differentialgleichung fiir h.

Bemerkung. Die Gleichung fiir 2'(z) kann man auch in der Form

e . 2) () =0

schreiben. Sie besagt also, dafl grad f(z, h(z)) senkrecht auf v := (1, h'(x))!
steht. Nun ist v aber gerade die Richtung der Tangente an den Graphen
von h, d.h. an die Kurve f(z,y) = 0 (im Punkt (z, h(z))). Die Bedingung,
dafl die zweite Komponente von grad f(a, b) nicht verschwindet, besagt, dafl
dieser Vektor nicht parallel zur z-Achse ist. Da er senkrecht auf v steht,
bedeutet letzteres, dafl v nicht parallel zur y-Achse sein darf. In der Tat

Implizite
Funktion im

Fall zweier
Veranderlicher
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wiirden wir auch nicht erwarten, y in der der Gleichung f(x,y) = 0 in der
Nihe von (a,b) als Funktion von z schreiben zu kénnen, wenn die Kurve
f(x,y) = 0 bei (a,b) parallel zur y-Achse lauft.

Beweis des Satzes. Die Formel fiir A’ aus Behauptung 2. ist leicht zu bewei-
sen. Diese folgt namlich durch Differenzieren der Identitét f(z,h(z)) = 0
mittels der Kettenregel:

d of of T —
2 @ 1)) = 5 (2, hz)) + a—y(% h(z)) - h'(z) = 0.

Schwieriger ist der Nachweis der Existenz eines solchen h. Hierzu vewrenden
wir den Umkehrsatzes. Es sei

F:U—R% F(xy) = (z flz,y)

Die Jacobi-Matrix von F' an der Stelle (a,b) ist invertierbar, denn fiir die
Funktionaldeterminante finden wir allgemein

1 0 \_ o,
det <fm(w,y) fy(w,y)> = ful@.y).

Insbesondere ist sie bei (a, b) nach Voraussetzung von Null verschieden. Also
ist DF'(a,b) bijektiv und F erfiillt somit die Voraussetzungen des Umkehrs-
atzes. Es gibt daher eine offene Umgebung A von (a,b), sodal B := F(A)
offen ist, F4 : A — B bijektiv und F‘;l : B — A von der Klasse C? ist, und

sodaf ferner fir (z,y) € A stets DF'(z,y) invertierbar, d.h. fy(x,y) # 0 ist.

Offenbar ist F|Zl von der Gestalt

e = ()

mit einer geeigneten Funktion ¢, denn Flj (u,v) = (z,y)t ist ja gleichbe-
deutend mit (u,v)! = F(z,y) = (x, f(z,y))!, impliziert also z = .
Wir setzen nun

By :={x|(z,0) € B}, i:B; — A, x+ (2,0), h:=¢oi.

Dann haben A, Bj und h die im Satz behaupteten Eigenschaften: Es ist By
offen (Ubungsaufgabe), es ist i unendlich oft differenzierbar und ¢ von der
Klasse CP, sodafl auch h von der Klasse CP ist. Ist schlielich (z,y) € A, so
finden wir

f(:E?y):O — F]A(:L‘,y):($,0)t
= (2,y) = F,'(2,0) <=y = ¢(,0).
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = 2% +y? — 1. Die Menge aller
(z,y) mit f(z,y) = 0 ist gerade der Einheitskreise in der R%.-Ebene. Es ist
fy(0,1) # 0. Die durch f(z,y) = 0 bei (0,1)" definierte implizite Funktion
y = h(x) erfiillt

fo+ fy W (z) =22+ 2h(z) - W(z) =0,

also die Differentialgleichung h = —z/h’ mit h(0) = 1. Die Losung ist na-
tiirlich h(x) = v1 — 22, etwa mit Definitionsbereich (—1,+1).

Es ist nicht schwierig, den im oben bewiesenen Satz erklédrten Sachverhalt
wesentlich allgemeiner auszusprechen. Allerdings miissen wir dazu wieder
die Sprache der Linearen Algebra heranziehen.

Satz. Es seien V und Z endlichdimensionale reelle Vektorrdume, U eine
offene Teilmenge von V und f € CP(U,Z) fir ein p > 1. Weiter sei a
ein Punkt in U, sodafl f(a) = 0 und D f(a) surjektiv ist. Wahlt man dann
Unterrdume X und Y von V sodaff V = X ®Y und die Finschrankung
(Df(a))ly € Hom(Y, Z) bijektiv ist, so gibt es eine offene Umgebung A C U
von a, eine offene Menge By C X und ein h € CP(X,Y), sodaf gilt:

1. {fveA: f(v) =0} ={x+ h(z): x € B1}.

2. Fir allev € A ist DF(v)|y : Y — Z ein Isomorphismus, und fir alle
T € By st

Dh(z) = —(DF(x + h(z))|y) ' DF (x + h(z))|x.

Bemerkung. Wir erinnern, dal V' = X @& Y bedeutet, daf} sich jedes v € V
in der Form v = x 4+ y mit durch v eindeutig bestimmten z € X und y € Y
schreiben 148t. In Analogie zum ersten Satz ldge es nahe, die symbolische
Schreibweise

of

5y (v) :=Df(v)ly

(und ahnlich fiir X) einzufithren. Dann kénnte man die Gleichung fiir Dh
in der suggestiveren Form

-1
W)=~ (Gt b)) Jhle+ho)

schreiben.

Beweis des Satzes. Der Beweis verlduft analog zu dem des oben betrachte-
ten Spezialfalls.

Dazu betrachten wir die Funktion

F:U—-XxZ, Flx+vy) = (z, f(x +v)) (xeX,yey).

Hauptsatz
iiber implizite

Funktionen
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Wir erinnern, dafl X x Z den Vektoraum aller Paare (z,z) mit x € X und
z € Z bedeutet, und die Summe und Skalarmultiplikation hierbei kompo-
nentenweise erklart ist.

Wie man leicht nachrechnet ist fiir v € U und h + k € V (mit h € X und
keY)

DF(v)(h+ k) = (h, Df(v)(h + k)).
Also ist DF(v)(h+k) = 0 genau dann, wenn D f(v)(k) = 0. Damit erkennen
wir: Es ist DF(v) injektiv genau dann, wenn D f(v)|y injektiv ist. Da nach
Voraussetzung D f(a)|Y bijektiv ist, folgt zunéichst dimY = dim Z, und
dann auch dimV = dim X x Z. Also haben wir sogar die Aussage: Es ist
DF(v) bijektiv genau dann, wenn D f(v)]y bijektiv ist.

Insbesondere ist also DF'(a) invertierbar. Nach dem Umkehrsatz bildet F
daher eine offene Umgebung A von a bijektiv auf eine offene Tenge B C
X x Z ab, wobei wir noch voraussetzen konnen, dal DF'(a) fiir alle a € A
bijektiv ist. Man iiberlegt sich leicht, daf3 F‘Zl von der Gestalt

F@l((u, z)) =u+ ¢(u, 2) ((u,2) € X x 2)
ist, wo ¢ € CP(B,Y). In der Tat ist ja fiir x € X und y € Y die Gleichung
r+y= F@l((u7 z) gleichbedeutend mit F(z +y) = (z, f(z + y)) = (u, 2).
Wir setzen

h: By :={z|(z,0) € B} — A, h(z) = ¢(z,0).

Man priift leicht nach, daffl B; offene Teilmenge des Vektorraums X ist,
und dafl A vom Typ CP ist (man schreibe wieder h = ¢ o i mit der Abbil-
dung i : By — A, x — (x,0), un iiberlege sich, daf} letztere unendlich oft
differenzierbar ist.

Die Behauptung 1. folgt damit genau so wie im Beweis des vorangehenden
Satzes: fir x € X, y € Y und x + y € A folgert man

flaty)=0 <= Fal@+y)=(z,0)
= aty=F,(2,0) =y =o(,0).
Zum Beweis von 2. differenzieren wir die Identitdt f o G = 0 mittels der

Kettenregel, wo
G:By—V, G(x) =x+ h(x).

Es folgt DG(x) = id|x +Dh(z) (Ubungsaufgabe) und damit dann

0=Df(G(z)) o DG(z) = Df(G(x)) oid|x + Df(G(x)) o Dh(z)
=Df(z+ h(z))|x + Df(z + h(z))|y o Dh(z).
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Wir wollen nun den Satz tiber implizite Funktionen noch in der klassischen
Form, d.h. fiir eine Abbildung R™ O U — R" aussprechen. Wir nehmen
dazu m > n an, und erwarten, dafl wir die Losungsmenge von f(z) = 0
durch m —n Parameter beschreiben koénnen, sie also im naiven Sinne m — n-
dimensional ist.

Satz. Seif = (f1,...,fn)t € CP(U,R™) mit p > 1, wo U offene Teilmenge
des R™ ist. Seia € U mit f(a) =0, und sodafy Die Jacobimatriz J¢(a) den

Rang n hat. Indem man die Variablen (z1,...,%m) ggfs. umnummeriert,
kann man annehmen, daf$ die Untermatriz
of;
(52 @)
Lm—n+j 1<4,j<n

von J¢(a) eine von Null verschiedene Determinante hat. Dann gibt es eine
offene Umgebung A C U wvon a, eine offene Teilmenge By des R™™™ und
eine Funktion h € CP(B1,R™™"), sodaf gilt:

{(x1,. . xm) €A fi(z1,...,xm) =0,..., fu(z1,...,2m) =0}

={(z1, s Tm—n, h(x1,. ., Tm—p)) : (X1, ..., Tm—n) € B1}

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des vorangehenden Satzes, angewandt auf
V=R" X={(z,0f: 2R}, Y ={0,y)":yecR"}.

Die nach dem vorangehenden Satz existierende offene Teilmenge B liegt
dann in X, und die hier Gefragte erhélt man in der Form I(B;), wo I :

R™ ™ — X den Vektorraumisomorphismus mit I(z) = (z,0)" bedeutet.
Ferner hat man fiir die hier gefragte Funktion A die Funktion h o I mit dem
h aus dem vorangehenden Satz zu nehmen. U

5.4 Maxima und Minima mit Nebenbedingung

Definition. Seien V und Z endlich dimensionale reelle Vektorrdume, U C V
eine offene Teilmenge, und f : U — R und g : U — Z seien Funktionen.
Wir sagen f hat an der Stelle a € U ein lokales Maximum (bzw. Minimum)
unter der Nebenbedingung g = 0 falls g(a) = 0 gilt und es eine Umgebung
U C U von a gibt, so daB f(z) < f(a) (bzw. f(z) > f(a)) fir alle z € U
mit g(z) = 0 gilt.

Bemerkung. In den Anwendungen wird einem diese Situation in der Gestalt
mehrerer Nebenbedingungen begegnen. Ein lokaler Extremwert von f unter
den Nebenbedingungen g1 = --- = g, = 0 ist dann natiirlich nichts anderes
als ein lokaler Extremwert von f unter der Nebenbedingung g = 0, wo

g:=1(g1,--.,9p)" gesetzt ist.

Implizite
Funktionen
klassisch

Extremwert
mit Nebenbe-

dingung
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Bedingung

von Lagrange

Lagrange Mul-

tiplikatoren

FEin lokaler Extremwert unter einer Nebenbedingung g = 0 ist kein loka-
ler Extremwert schlechthin. Daher kénnen wir auch nicht erwarten, daf
Df(a) = 0ist, wenn a ein Extremwert mit Nebenbedingung (und f differen-
zierbar) ist. Trotzdem kann man ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz
lokaler mittels der Ableitung von f formulieren, es sind allerdings dazu auch
die Ableitung von g zu beriicksichtigen.

Satz. FEs seien X und Z endlich dimensionale reelle Vektorrdume, U C X
eine offene Teilmenge und f € CYHU,R) und g € CY(U,Z). Sei a € U,
sodaf$ Dg(a) surjektiv ist. Hat f bei a ein lokales Maximum bzw. Minimum
unter der Nebenbedingung g = 0, dann gibt es eine lineare Abbildung \ €

Hom(Z,R), sodafl Df(a) = Ao Dg(a).

Bemerkung. Ist Z = R", so ist jede lineare Abbildung Z — R von der Gestalt
Mz, ... xn) = Mz + -+ + Az, mit geeigneten Konstanten A;. Schreiben
wir g(z) = (g1(x), ..., gn(x))t, also auch Dg(a) = (Dg1(a), ..., Dgn(a))t, so
ist die Bedingung D f(a) = Ao Dg(z) gleichbedeutend mit der Existenz von
reellen Zahlen \; (1 <i <mn), sodal

Df(a) = A1 Dgi(a) + -+ Ay, Dgyn(a).

Die hier auftretenden Zahlen A; heiflen Lagrange Multiplikatoren.

Ubung. Man zeige, daB fiir f und g wie im Satz die folgenden beiden Bedin-
gungen dquivalent sind:

1. es gibt ein A € Hom(Z,R) mit Df(a) = Ao Dg(a).
2. Df(a) verschwindet auf dem Kern von Dg(a).

Der Beweis hierzu zeigt auch, daf$ A im allgemeinen nicht eindeutig durch f
und g bestimmt ist.

Bemerkung. Den Unterraum T := Kern(Dg(a)) von X nennt man Tangen-
tialraum der Mannigfaltigkeit M = {z € X : g(x) = 0} an der Stelle a.
Man beachte, dal dim 7T = dim X — dim Z, da ja Dg(a) surjektiv ist. Die-
se Bezeichnung ist zum Beispiel durch folgende Betrachtung gerechtfertigt:
Betrachten wir ndmlich eine offene Umgebung A von a und eine Funktion
h € CY(V,X) auf einer offenen Menge V von RP, sodaB M N A = h(V)
gilt, etwa mit a = h(0). Solch A und h gibt es nach dem Satz iiber impli-
zite Funktionen (da Dg(a) surjektiv ist); es ist dabei p = dim X — dim Z.
Nun strebt (h(v) —a — Dh(0)(v))/||v| gegen 0, wenn nur v gegen 0 strebt.
Dementsprechend ist a + {Dh(0)(v) : v € RP} der affine Unterraum von
X, der M bei a am besten approximiert. Es ist aber g o h = 0. Nach der
Kettenregel also 0 = Dg(a) o Dh(0), also {Dh(0)(v) : v € RP} C T, und hier
gilt sogar Gleichheit, da ja die Dimensionen iibereinstimmen.

Die Bedingung D f(a) = Ao Dg(a) besagt also, da D f(a) auf dem Tangen-
tialraum vom M bei a verschwindet.
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Beweis des Satzes. Nach Voraussetzung ist Dg(a) surjektiv. Wir setzen T :=
Kern(Dg(a)) und wihlen ein Komplement Y von 7', sodal also X =T @Y.
Dann ist die Einschrankung Dg(a)|y bijektiv.

Auf g kénnen wir daher den Satz {iber implizite Funktionen anwenden: Es
gibt eine offene Umgebung A von a, eine offene Teilmenge B; von T und
eine Funktion h € C°(By,Y), sodaf

AnN{z e X | g(z) =0} ={z+ h(x) | z € B1}.

Dafl a ein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist,
wird mit diesen Bezeichnungen #quivalent zu der Aussage, dal ag lokales
Extremum von

¢:B1 =R, o) = flz+h())

ist, wo a = ag + a1 mit ag € T und a; € Y. Nach einem frither bewiese-
nen Satz folgt D¢(ap) = 0. Wir zeigen, dafl dies gerade die Lagrangesche
Bedingung impliziert.

Nach Kettenregel ist
Dé(ao) = D f(a)|r + Df(a)ly o Dh(ao)

(zum Beweis schreibe man ¢ = fo G mit G : By — X, G(z) = x + h(z);
vgl. den Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen). Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen ist dabei

Dh(ag) = ~Dg(a)ly" © Dg(a)|r.
Mit D¢(ap) = 0 erhalten wir so
Df(a)lr = Df(a)ly o Dg(a)ly" © Dg(a)lr.

Firh=t+y € X mitt €T und y € Y finden wir schlief$lich

Df(a)(h) = Df(a)lr(t) + Df(a)ly(y)
= Df(a)ly o Dg(a)ly' (Dg(a)|r(t) + Dg(a)ly ()
Df(a)ly o Dg(a)ly" o Dg(a)(t).

Die im Satz behauptete Identitit konnen wir also mit
A= Df(a)ly o Dg(a)ly!

erfiillen. O

Beispiel. Es sei X ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-, -) Selbstadjun-
und der zugehorigen Norm |z| := /(x,z). Weiter sei A : X — X eine gierter

Endomorphis-
mus
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lineare Abbildung von X auf sich mit der besonderen Eigenschaft, daf fiir
alle x,y € X stets

(A(z),y) = (2, Ay))

gilt. Eine solche Abbildung A heifit selbstadjungiert. Ist etwa X = R",
versehen mit dem Standardskalarprodukt, und ist M diejenige Matrix, sodaf3
A(z) = M-z fiir alle x € R™ gilt, so ist A genau dann selbstadjungiert, ffwenn
die Matrix M symmetrisch ist (d.h. symmetrisch beziiglich ihrer Hauptachse
ist, also M = M erfiillt).

Wir betrachten den Einheitsball S := {z € X : ||z|| = 1} von X. Da §
kompakt ist und die Abbildung
[ X =R, f(zx) = (A(2),z)

stetig ist, nimmt f auf S sein Maximum und Minimum an. Wir wollen
diese und iiberhaupt alle lokalen Extremwerte von f auf .S bestimmen. Dazu
setzen wir

g: X =R, g(x)=(z,z)—1.

Wir suchen also die lokalen Extrema von f unter der Nebenbedingung g = 0.
Dazu berechnen wir zunéchst die Ableitung von f. Es ist
flx+h) = (A(x+h),z+h)
= (A(z),2) + (A(h), ) + (A(z), h) + (A(h), h)
= (A(z),2) + 2(A(x), h) + (A(h), h),

wobei die zweite Ungleichung aus der Selbstadjungiertheit von A folgt. Nach
der Ungleichung von Cauchy und Schwarz ist

(A(h), by < AR - 1IR] < (1AL - 1A

mit der iiblichen Norm ||-|| auf Hom(X, X) (d.h. dem Maximum von ||A(x)||
auf ). Es folgt K
NS+ h) = f(x) = 2(A(z), b

lim
h—0 Al

und so
Df(x)(h) = 2(A(z), h).
Mit A = id finden wir noch sofort Dg(z)(h) = 2(x, h).

Nach dem Lagrange-Kriterium bedeutet dies, daf} ein x genau dann kritische
Punkte von f beziiglich der Nebenbedingung g = 0 ist (d.h. D f(a) auf dem
tangentialraum an S in a verschwindet), wenn es ein A\ gibt mit

2(A(z),h) = X~ 2(z, h) = 2(\z, )
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fiir alle h € X. Diese Bedingung ist aber gleichbedeutend mit A(z) = Az,
d.h. damit, dafl = ein Eigenvektor zu A ist. Es ist dabei f(z) = .

Insbesondere sehen wir, dafi das globale Maximum von f auf S gerade der
maximale Eigenwert on A ist, also a stets einen reellen Eigenwert besitzt. (In
der Tat sind alle Eigenwerte einer selbstadjungierten Abbildung reell, was
wir hier aber nicht weiter verfolgen werden, da dies in die lineare Algebra
gehort.)






Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Definition des Riemannschen Integrals

Ist D eine Teilmenge des R™ und f eine auf D definierte reellwertige Funk-
tion, etwa f > 0, so wollen wir in den Analysis I das Volumen der Menge
messen, die im R"*! oberhalb D und unterhalb des Graphen von f liegt.
Dieses werden wir dann mit
/ s
D

das Integral von f iiber D bezeichnen. Insbesondere werden wir damit auch
ein Volumen fiir Teilmengen D des R™ definiert haben, ndmlich

vol(D) := /D 1

wo 1 die Funktion bezeichnet, die auf D konstant gleich 1 ist.

Um zu einer Definition von [ p J zu gelangen, wollen wir zunéchst eine mi-
nimale Liste der Eigenschaften aufstellen, die wir von einem verniinftigen
Integralbegriff erwarten. Hierzu kénnen wir zur konzeptionellen Vereinfa-
chung des Problems direkt folgende Normierung vornehmen: Es gentigt einen

Integralbegriff
[i=] 1
Rn

fiir eine geeignet grofle Klasse von Funktionen f : R — R zu erkldren. Damit
erhélt man dann sofort den Begriff des Integrals | p [, indem man definiert
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/Dfiz R"fD

wobel wir setzen

fo() = {f(ac) fir x € D

0 fir x € D

Insbesondere haben wir dann

wl(D) = [ .

wo xp die charakteristische Funktion von D bezeichnet:

(z) 1 firzeD
x) =
xp 0 firxgD

Wir kénnen nicht erwarten, ein Symbol [ f in verniinftiger Art und Weise fiir
jede a priori moégliche Abbildung zu erkléaren, denn wir kénnen nicht einmal
erwarten, vol(D) fiir beliebige Mengen D C R™ messen zu konnen. Abge-
sehen von Problemen mit zu grofen (unbeschriankten) Mengen, kann man
sich auch andere exotische Obstruktionen iiberlegen. Wir werden hierauf
zuriickkommen, sobald wir einen Katalog von Eigenschaften erstellt haben,
den unser Integralbegriff in jedem Fall erfiillen muf, sobald wir also das eben
ausgesprochene Wort verniinftig prézisiert haben werden.

Wir werden also [ f nur fiier eine geniigend grofie Teilmenge Z von Funktio-
nen f : R™ — R erkldren konnen. Eine erste Forderung wird die Linearitét
sein:

(Lin) Die Menge Z ist ein linearer Unterraum des reellen Vektorraumes
aller Funktionen f : R™ — R. Die Abbildung [ : Z > R, f — [ f ist

linear.

Ferner fordern wir die Monotonie:
(Mon) Ist f€Z, f>0,so0ist [ f>0.

Der implizite Volumenbegriff soll unserer Intuition entsprechen:
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(Q) Sind I,..., I, abgeschlossene Intervalle in R, so gilt x1,x...x1, € Z und

[ Xttt =) U),
wo [([a,b]) = b—a fiir a,b € R, a < b gilt.
Eine Menge @ der Gestalt Iy x --- x I,, mit I; gleich einem Intervall in R

bezeichnen wir als Quader. Man iiberlegt sich leicht, dafl ) abgeschlossen
(offen) ist genau dann wenn alle I; in R abgeschlossen oder offen sind

SchlieBlich stellen wir noch die Forderung
(Res) Sei A eine Teilmenge von R™. Ist x4 € Zund f € Z,soist f-xa € Z.

Damit definieren wir dann - wie oben schon angedeutet -

Definition. Fiir f € Z und A C R” mit x4 € Z setzen wir:

/Af = /f'XA, vol(A) := /XA-

Ohne Z schon ndher zu prézisieren, ziehen wir schon einige Folgerungen aus
(Lin), (Mon), (Q) und (Res)

Satz. Seien f,g € Z und A CR™ mit ya € Z. Ist f < g, so folgt fAf <
[ 1 9- Insbesondere gilt

vol(A) - 1nf f(z / f < vol(A sggf(a:)

(falls infyca f(x) bzw. sup,e f(z) endlich, d.h. reelle Zahlen, sind).

Beweis. Es ist (g — f)xa > 0und (g9 — f) x4 € Z nach (Lin) und (Res).

Dabher folgt
OS/(g—f)XA—/QXA—/fXA—/Ag—/Af,

nacheinander mit (Mon) und (Lin). Der Zusatz folgt dann sofort mit

inf f(x) < f < sup f(z).

Satz. Fiir jeden Quader Q ist xg € Z

Quader I
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Seite eines

Quaders

Partition I

Beweis. Nach (Q) ist dies fiir abgeschlossene Quader richtig. Sei nun R =
I x -+ x I, und I; = |aj,b;|, wo | fiir eines der Symbols (,[,),] steht. Die
2n Seitenflichen von @ sind

Iy x - x Loy x {c} x Tjpq x - x I, (c = aj,b;).

Hierbei steht I fiir den (topologischen) Abschluf3 von I, also I = [a, b], wenn
I = |a, b| ist. Man beachte, da8 auch die Seitenflichen abgschlossene Quader
sind (denn Einpunktmengen {c} in R sind abgeschlossenen Intervalle). Es
ist R die mengentheoretische Differenz von R und einer Vereinigung V' von
Seitenflichen. Demgemés ist xg = xz — xv, und daher xg € Z, wenn nur
Xxv € Z. Letzteres ist aber richtig. Sind ndmlich Ay,--- , A; irgendwelche
Teilmengen des R", so ist

7 1<j 1<j<h

Der Beweis dieser Formel geschieht leicht durch Induktion iiber ¢ unter Be-
nutzung des leicht einzusehenden Spezialfalls

XAUB = XA + XB — XAXB

Sind nun die y 4; € Z, so ist nach (Res) und (Lin) wegen obiger Formel dann
auch xa,u.-u4, € Z. Ll

Korollar (zum Beweis). Sind A, B C R"™ mit x4, xB € Z so sind auch
XAUB; XA\B und xanp Funktionen von Z.

Beweis. Fir yaup haben wir dies im vorstehenden Beweis gesehen. Die
weiteren Behauptungen folgen &hnlich mittels der Formeln

XA\B = X(AUB)\B = XAUB — XB, XAnB = XA ' XB-

O

Unter der Seite T eines abgeschlossenen Quaders S = I X - - - X I, verstehen
wir dabei eine Teilmenge von S der Gestalt T'= J; X -+ X J,, wo J; = I;
oder J; = {c} ist, und ¢ einen der beiden Randpunkte von I; bezeichnet.
Insbesondere sind also .S, als auch die Seitenflichen von S, Seiten von S.
Eine Seite T eines Quaders @ ist offenbar auch ein abgeschlossener Quader,
also x7 € Z. Ist T # @, so ist offenbar vol(7') = 0 (nach (Q)).

Definition. Eine endliche Teilmenge P von abgeschlossenen Quadern heifit
Partition des Quaders @, falls gilt
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L. Q=UgepS.
2. Sind S, S’ € P, so ist ist SN S’ leer oder Seite von S und S’
Satz. Sei f € Z beschrdnkt mit beschranktem Trager
supp(f) := {z € R" : f(z) # 0},
etwa supp(f) € Q fiir ein geeignetes abgeschlossenes Quader Q. Dann gilt

sup > vol() inf(1) < [ £ <inf 3 vol(S) -sup(/),

SepP SepP

Hierbei durchlduft P alle Partitionen von Q.

Bemerkung. Die hier links und rechts auftretenden Summen heiflen in der

Literatur Riemannsche Unter- bzw. Obersummen von f auf Q. Wir bezeich-
nen sie im folgenden mit Up(f) und Op(f). Riemannsche
Ober-

Beweis des Satzes. Ist P eine Partition von @, so ist Q@ = [Jg € S, und Untersummen
daher (vgl. den vorletzten Beweis)

o= (D%, s= 2 (D] xs.

Ucp Ucp Seu

Und so — mit f = f-xg — dann

[1=]1a=Y 0" /

Ucp Nsev S

Hat nun U mehr als ein Element, so ist H := (g S eine Seite eines S € P
und H # S, also vol(H) = 0. Wegen

vol(H) i%ff < / f <vol(H) sup f
H H

ist daher [ [ =0. Es folgt

[y

SepP

vol(S) inf f < /Sf < vol(9) Sl;pf

folgt jetzt die Behauptung. O

Wir treffen geméfl dem vorstehenden Satz nun folgende Definition:
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Mef3bar
Integrierbar

Riemann-
integrierbar

Definition. Sei Z die Menge aller Abbildungen f : R” — R mit den Eigen-
schaften

e f ist beschrinkt.
e supp(f) ist beschrinkt.

e Es gilt einen abgeschlossenen Quader @, welcher supp(f) enthélt, und
so daB

51]13p Z vol(S) 1r§ff = ugf Z vol(S) sgp 1,

SepP SepP

wo P alle Partitionen von @) durchléuft.

Wir nennen eine Menge A C R™ meflbar, wenn y 4 in Z liegt. Eine auf einer
mefibaren Menge definierte Funktion f : A — R heifit integrierbar , falls f4
(siehe oben) zu Z gehort.

Bemerkung. Der Begriff der in unserem Sinne auf einem abgeschlossenem
Quader @ integrierbaren Funktion stimmt mit dem Begrift der auf () Rie-
mann-integrierbaren Funktion iiberein, wie er in der Literatur zu finden ist
(wir lassen hier den Namen RIEMANN lediglich der Bequemlichkeit halber
weg).

Ubung. Man iiberlege sich, das die dritte Eigenschaft in der Definition nicht
vor der speziellen Wahl des abgeschlossenen Quaders @) abhéingt.

Satz. Z ist ein linearer Untervektorraum (des Raumes aller reellwertigen
Abbildungen auf dem R™) Es gilt eine und nur eine Abbildung [ : Z — R,
die (Lin), (Mon), (Q) und (Res) erfillt.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Abbildung [ ist nach dem vorangehenden
Satz klar; es muf} gelten

/ f = supUp(f) = inf Op(f).
P P

wo P die Partitionen eines Quaders ) 2 supp(f) durchléuft.

Wir nehmen die angefithrte Formel nun umgekehrt als Definition von [ f
und zeigen, dafl die behaupteten Eigenschaften zutreffen.

Zum Nachweis von (Lin): Seien f,g € Z. Dann gilt fiir jede Teilmenge A
des R™ :

inf f+infg <inf(f+g) <sup(f+g) <supf+supyg
A A A A A A
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Daher ist klar, dal f + g beschrinkt ist und Support in einem geeigneten
abgeschlossenen Quader Q hat. Ist P eine Partition von (), so hat man nach
den vorangehenden Formeln auch noch

Up(f)+Up(g) <Up(f+g) < Op(f+g) <Op(f)+Op(9).

Hieraus folgt sofort f+g¢ € Z und [(f+g) = [ f+ [ g. Den Nachweis, dafl
Af € Zund [(Af) =\ [ f fiir A € R gilt, lassen wir als Ubungsaufgabe.

Die Montonie (Mon) und die Eigenschaft (Q) ist unmitelbar nach der De-
finition von [ f klar. Die Eigenschaft (Res) folgt aus dem nachfolgenden
schérferen Satz. U

Satz. Sind f,g € Z, so ist auch f-g € Z.

Bemerkung. Demnach ist Z nicht nur ein Vektorraum, sondern sogar eine
Algebra. (Zur genauen Klarung dieses Begriffes verweisen wir auf die Alge-
bra).

Zum Beweis benotigen wir zwei Lemmata.

Lemma. Sei Q) ein abgeschlossener Quader und f : QQ — R eine beschrdnkte
Funktion. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn zu jedem € > 0 eine
Partition P von Q existiert, sodafl Op(f) — =Up(f) < € gilt.

Beweis. Die Intgerierbarkeit ist jedenfalls dquivalent zur Aussage, dafl zu
jedem € > 0 Partitionen P; und P, von @ existieren, sod Op, (f)—Up,(f) <
€. Dabei sind a priori P, und P, verschieden, und wir haben zu zeigen, daf}
man 0.B.d.A. P; = P, annehmen darf.

In der Tat kann man néamlich eine gemeinsame Verfeinerung P von P; und
P, wihlen: z.B. kann man P als die Menge aller Schnitte S N Sy wéhlen,
wo S7 und S die Teilquader von P; und P, durchlaufen. Wir lassen es
als Ubungsaufgabe, nachzupriifen, da P wieder eine Partition von Q ist.
Ferner ist dieses P tatséchlich eine Verfeinerung von P; (als auch P), d.h
jeder Teilquader von P ist in einem Teilquader von P; enthalten. Schliellich
ist unmittelbar aus der Definition der Ober-und Untersummen klar, daf§ fiir
jede beliebige Verfeinerung P von P; gilt:

UP1 (f) < UP(f) < OP(f) < OP1(f)
Insbesondere folgt hiermit die Ungleichung
Op(f) = Op(f) < Op,(f) = Up(f) <,

und dies impliziert nun unsere Behauptung, dal man P; = P, annehmen
darf. 0

Verfeinerung

einer Partition
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Lemma. Ist f € Z, so sind auch fy = max(f,0) und f— := min(f,0)
Elemente von Z .

Beweis. Dies folgt leicht mittels
sup f —inf f > sup f+ —inf f,,
A A A A

und der analogen Formel mit f_ statt fi, wo A eine Teilmenge des R™
bezeichnet. Danach hat man n#mlich fiir jede Partition P eines supp(f)
(und damit auch supp(f;)) umfassenden abgeschlossenen Quaders @ die
Ungleichung

Op(f) —Up(f) > Op(f+) —Up(f+).

Mit den vorstehenden Lemma folgt dann dofort Op(fy) = Up(f4). Der
Nachweis von f_ € Z ist analog. O

Beweis des Satzes. Esist f = f+ = f_ und g = g+ + g—, also

fo=T+9+ — f+(=9-) = (=f=)g+ + (= f-)(—g-).

Es gentigt somit den Satz fiir den Fall zu beweisen, dal f,g > 0 ist. Hier
folgt er aber leicht mit

Up(f)Up(g) <Up(fg) <Op(fg) < Op(f)Opr(yg),

was wiederum aus
inf(f) inf(g) < nf(fg) < sup(fg) < sup(f) sup(g)
S S S

folgt. O

Wir werden im néichsten Abschnitt genauer untersuchen, welche Funktionen
zu 7 gehoren. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel.

6.2 Iterierte Integrale

In der Praxis berechnet man mehrdimensionale Integrale, indem man sie auf
einfache Integrale (d.h. Integrale von Funktionen einer Variablen) zuriick-
fithrt. Der zentrale Satz, der dies erméglicht, ist der Satz von Fubini.
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Zur genaueren Formulierung fithren wir einige Bezeichnungen ein. Die Menge
Z aus dem vorangehenden Abschnitt bezeichnen wir hier mit Z,. Ist f :
R™ — R beschrinkt mit beschrinktem Tréger, so setzen wir

U/f::U f(z)dx :=supUp(f)
Rn P
O/f::O Rnf(m)dac = i%fOp(f)

Hierbei durchlduft P wie iiblich alle Partitionen eines festgewéhlten abge-
schlossenen Quaders @, der den Tréger von f enthélt.

Es ist leicht nachzupriifen, da U [ f und O [ f endlich sind: in der Tat hat
man ja stets

vol(Q) inff< Up(f) < Op(f) < vol(Q) Sup I

U/fSO/f

gilt, und ihre Werte nicht von der Wahl von Q abhéingen. Im Allgemeinen

wird natiirlich
U / f<O / f

gelten, und Gleichheit statt < genau dann, wenn f € Z,,.

ferner, daf

Satz. Sei f € Zyin. Fir x € R™ sei f, : R™ — R definiert durch f(y) = Satz von
f(z,y), und es sei Fubini

U =U [ £~ [ flamiy
0w) =0 [ £.=0 [ flwpiy

Dann sind O(x) und U(x) Elemente von Zy, , und es gilt

AMWf:/;UW%:/<UHWﬂ%medx
/Rm+nf: L, 0@ :/m <O @) dy> dz.

Bemerkung. Man tiberlegt sich leicht, daf} g., fiir jedes © € R™, beschrinkt
ist und endlichen Triager hat. Damit sind U(x) und O(x) wohl definiert.

Die Integrale auf der rechten Seite der Formel fiir [ f heilen iterierte Inte-
grale.
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Beweis des Satzes von Fubini. Sei () ein abgeschlossener Quader, der den
Trager supp(f) von f enthélt. Wir kénnen @Q = A x B schreiben, wo A und
B abgeschlossene Quader im R™ bzw. R™ sind.

Sei P4 eine Partition von A und Pp eine Partition von B. Offenbar ist dann
P := P4 x Pp eine Partition von () = A x B, und fiir diese haben wir

Up(f)= ) if(f)-vol(§)= > > inf (f) vol(S4) vol(Sp).
SePa Sa€Pa Spepy 7P

Fir x € S, ist offenbar

int. (/) < inf(f,).

SAXSB
Es folgt
i < i < =
> vol(Sk) S;IleSB(f)_ > vol(Sg) gg(fx)_U/fx Ulx),
SBEPR SBEPR

und damit

> vol(Sk) SAerlgB(f) < ipfU.
SBEPB

Zusammen erhalten wir so

Up(f) <Up,(U) < Op,(U) < Op,(0) < Op(f).

Dabei ist der Beweis der letzten Ungleichung vollig analog zum Beweis der
ersten, die zweite ist klar und die dritte folgt mit U < O. Da f € Z, ist,
folgt supp Up(f) = infp Op(f) = f, und somit auch

supUp,(U) =inf Op,(U) = /f,
Py Py

d.h. U € Z,, und me+nf = [an U.

Die Behauptung fiir O folgt &hnlich aus den Ungleichungen

Up(f) <Up,(U) <Up,(0) < 0p,(0) < Op(f)
O

Bemerkung. In der Praxis kommt es hiufig vor, daf f, fiir jedes x integrier-
bar ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn f stetig auf A x B ist, wo A und
B abgeschlossene Quader in R™ bzw. R" sind. Dann ist auch f,, fiir jedes
x € A, stetig auf B. Im néchsten Abschnitt werden wir beweisen, dafi dann
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f auf A integrierbar ist, und f,, fiir x € A, stets auf B integrierbar ist. Wir
haben dann nach dem Satz von Fubini

INRSAVRLTDOL

Man mache sich dies unter Benutzung von

/ f = fA><B
AxB Rm+n
klar.

Man kann den Satz von Fubini auch mehrmals anwenden. Ist etwa f stetig
auf A := [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an, by], so hat man

oL ([ v i) )

n

Man kann sich auch noch klarmachen, daf es in der letzten Formel gar nicht
auf die Reihenfolge der Integrale ankommt. Dies folgt leicht aus der einfach
zu beweisenden Tatsache, dafl

fr-]-s

gilt, wenn 7 eine Permutation (in S,,) ist, und

fﬁ(wlv"' 7xn) - f(xﬁu)f" 7x7r(n))

gesetzt ist.

Beispiel. Wir berechnen das Volumen V,, der Einheitskugel

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dafl B™ tatséichlich mef3bar ist
(d.h. xpn € Z, gilt). Zur Berechnung setzen wir

Va(r) = vol ({(z1,- - ,2) € R™: 24,2 < r}).
Man macht sich leicht direkt anhand der definition von [ xpn» klar, daf
Vo(r) = 2V,

(siehe dazu aber auch den iibernéichsten Abschnitt). Damit hat man dann

+1
Vo = /XB" = /1 (/X{(mg,w,xn):Z?2$?§1—$%}) da
+1

+1 B
= / Vn,1(1 — x%) dr1 = an/ (1 — x%)Tldg;
1 1
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Nun ist

+l n—1 1 n—1 1 n—1 1
/ (1—t%)"2 dt:2/ (1—t2)Tdt:/ (1—wu) 2 u 2du,
0 0

-1

wo wir 2 = u (also 2t dt = du) gesetzt haben. Das letzte Integral wird in
der Literatur mit B(™t!, 1) bezeichnet.

Betafunktion I Ganz allgemein ist die Betafunktion definiert durch

Bz, w) = /01(1 (s w > 0).

Es gilt die Formel (Ubungsaufgabe)

WO - "
I'(z) = / e it — (z>0)
0 t
Gammafunkti- die Gammafunktion bezeichnet. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe)

Nz)=E-1)I'(z-1),I'Q)=1;

on

insbesondere folgt hieraus I'(n) = (n — 1)! fiir n € Z, n > 0.
Zuriick zum Problem der Berechnung von V,, finden wir also

B (n+ 1 1) _ F(”T“)F(%)‘

2 2 I(%42)

Damit wird

Damit haben wir schlieilich

[\
—_
~—r
I

vol((z, - ,zn) ER"|2? + - + 22 =
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n |1 2 3 4 5 6

n 4T @2 15-72 i
vol(B") |2 © 5 5§ S G

Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel B,

6.3 Lebesgue- und Jordan-Nullmengen

Bisher haben wir nur eine relativ abstrakte Definition des Bereiches Z,, der
auf R” integrierbaren Funktionen. Abgesehen von konstanten Funktionen
und Treppenfunktionen haben wir im Grunde noch keine integrierbare Funk-
tion als solche erkannt. In diesem Abschnitt geben wir praktisch zu handha-
bende Kriterien fiir die Integrierbarkeit.

Definition. Eine Teilmenge A C R™ heifit (Lebesgue-)Nullmenge, falls es Lebesgue-
zu jedem € < 0 abgeschlossenen Quader (A, )pen in R™ gibt, so dafl Nullmenge
oo
A=J A, D vol(4y) <e
neN n=u
Die Teilmenge A heifit Jordan-Nullmenge, falls zu jedem e > 0 endlich viele Jordan-
abgeschlossene Quader Aq,--- , Ay existieren, so daf Nullmenge
N N
A= U Ay, Zvol(An) <e.
n=1 n=1

Beispiel. Die Menge R der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1] ist eine Leb-
esgue-Nullmenge. In der Tat ist R abz&hlbar, d.h. es gibt eine bijektive
Abbildung a : N — R. Wihlen wir zu a(n) den abgeschlossenen Quader

A(n) :=[a(n) — /2", a(n) + €/2"],

wo 0 < € < 1 fest gewihlt ist, so ist (A(n)), eine Uberdeckung von R und

Y vol(A(n) = 3 2% = 2
n>0 n=0

Dagegen ist R nicht Jordan-Nullmenge. Ist ndmlich R C A;U---UA,,, wo 4;
ein abgeschlossenes Intervall ist, dann ist sogar [0,1] C A3 U---U A,,: Wére
x € [0,1] in keinem A,, enthalten, so gibe es eine offene Umgebung von z,
die in keinem A,, enthalten ist (denn [0,1]\ (A1 U---U A,) ist offen), was
aber der Tatsache widerspricht, dal @) in R dicht liegt. Schliellich iiberlegt
man sich leicht, da8 [0,1] € A; U---U A,, die Ungleichung

N
Z vol(4,) > 1
n=1
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Charakterisie-
rung der

integrierbaren
Funktionen

impliziert.

Bemerkung. In der Definition von Lebesgue- und Jordan-Nullmengen kann
man das Wort abgeschlossener Quader durch offener Quader ersetzen In der
Tat, ist A offener Quader, so hat man ja

vol(A) = vol(A).
Satz. FEine kompakte Lebesgue-Nullmenge ist schon Jordan-Nullmenge.
Beweis. Sei A kompakte Lebesgue-Nullmenge, sei € > 0 . Dann gibt es eine
Uberdeckung (A, )neny von A mit offenem Quader, so dafi ) vol(4,) < e.

Da A kompakt ist, iiberdecken aber schon endlich viele der A, die Menge
A. O

Satz. Sei f : R™ — R eine beschrinkte Funktion und supp(f) beschrdnkt.
Dann ist f integriebar, genau dann, wenn die Menge

Un(f) :={x € R" : fist unstetig bei x}

der Unstetigkeitsstellen von f eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Wir werden den Satz weiter unten beweisen, ziehen aber zunéchst einige
Folgerungen.
Korollar. Sei C' C R" beschrdnkt. Dann ist C' mefsbar, genau dann wenn

dC eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Beweis. Man hat sich nach dem letzten Satz nur zu iiberlegen, daf3
Un(xc) = 0C.

Dies ist in der Tat wahr: Ist x € R™\9C, so gibt es eine offene Umgebung
von z, auf der x¢ konstant ist (also gleich 0 oder 1), und die ganz in R™\0C
gelegen ist. Ist dagegen x € OC, so enthiilt jede offene Umgebung von z
einen Punkt a € C und einen Punkt b ¢ C, d. Punkte a,b mit yc(a) =1
und yco(h) =0 O

Korollar. Sei C C R"™ mefbar, sei f: C — R beschrdinkt und
Un(f) := {x € C|f unstetig beix}

eine Lebesgue-Nullmenge. Dann ist f integrierbar tber C'.

Beweis. Es ist

Un(fo) = Un(f)uoC

(Ubungsaufgabe). Die endliche Vereinigung von Lebesgue-Nullmengen ist
aber offenbar wieder eine Lebesgue-Nullmenge. O
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Die letzte Aussage im Beweis gilt sogar fiir abzéhlbare Vereinigungen, wie
wir weiter unten sehen werden. Wir kommen nun zum Beweis der Cha-
rakterisierung der integrierbaren Funktionen. Hierzu benétigen wir einige
Lemmata. Zunéchst haben wir die Natur der Unstetigkeitsstellen besser zu
erfassen.

Definition. Sei A € R" und f : A — R eine beschriinkte Funktion. Fiir
a € A ist die Oszillation von f bei a definiert als

O(f,a) :==lim ( sup f(z) inf f(z)).

0=0 " ||z—al|<s " Jla—ali<s
Bemerkung. Der Limes existiert offenbar, da
M(f,a,0) —m(f,a,0)
monoton abnehmend in § ist, wo
M(f,a,0) := sup f(x)

lz—allCé
m(fa avé) = f(.f)

= 1n
[lz—al|<d

gesetzt ist. Er hingt offenbar auch nicht von speziellen Wahl der hierbei
auftretenden Norm || - || auf dem R™ ab.

Satz. Die beschrinkte Funktion f : A — R ist bei a stetig genau dann, wenn

O(f,a) =0.

Beweis. Sei f stetig bei a. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 so daf fiir
alle x € A gilt:
|z —all <é=[f(z) - fla)l <e

Es folgt
M(a, f,6) fla) +¢
m(aa fv 5) f(a) -6

also M(a, f,9) — m(a, f,0) < 2¢. Da dies fiir jedes € > 0 gilt, haben wir
O(f,a) = 0. Die Umkehrung ist #hnlich. Wir lassen sie als Ubungsaufgabe.
[

<
>

Satz. Sei A CR"™ abgeschlossen, f: A — R beschrdnkt und e > 0. Dann ist
die Menge {x € A: O(f,x) > €} abgeschlossen.

Beweis. Sei
B:=R"\{zx € A:O(f,x) > €}.

Oszillation

einer Funktion
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Wir miissen zeigen, dafl B offen ist. Ist a € B und a ¢ A, so gibt es eine
offene, ganz in B enthaltene Umgebung von a, da A abgeschlossen ist.

Ist dagegen a € B und a € A, so gibt es jedenfalls ein ¢ > 0 mit
M(f7a75) _m(faa75) <€

Dann ist aber schon Us(a) C B (wo die 6-Umgebung Us(a) beziiglich irgend-
einer Norm gebildet ist). Ist ndmlich y € Us(a), so gibt es ein §; > 0 mit
Us, (y) € Us(a), und somit

M(fvyaél) - m(f7y751) <,
also jedenfalls O(y, f) < e. O

Lemma. FEs sei (Ap)nen eine abzihlbare Familie von Lebesgue-Nullmengen.
Dann ist auch | J,cy An eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Fiir n € N sei (Qp, 1)en eine Uberdeckung von
A, mit abgeschlossenen Quadern @, 1, so daf

> €
> vol(Qni) < o
k=0

Ist nun ¢ : N — N x N eine Bijektion, (in der Analysis I wurde gezeigt, dafl
N x N abzéhlbar ist, d.h. daf§ solch eine Bijektion tatséchlich existiert), dann
ist (Vi)neny mit Vi = Qo (n),pa(n) (WO 0 = (1, 2)) eine Uberdeckung von

J A, und es gilt
D vol(Vo) =Y 0> Up g = 2e.

neN n=0n=0
]

Beweis des Hauptsatzes. Sei @) ein abgeschlossener Quader, der supp( f) ent-
h&lt. Fiir € > 0 setzen wir

Be={ze€Q:0(f,x) > €}

Dann ist B, abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt. Ferner ist

B := {x : f unstetig bei x} = U B

n=1

3=

Wir nehmen zunéchst an, dafl f integrierbar ist. Es gentigt, zu zeigen, dafl
jedes By, Lebesgue-Nullmenge ist. (Wir zeigen sogar, dafi es Jordan-Null-
menge ist, was aber wegen der Kompaktheit ohnehin dquivalent ist.)
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Sei € > 0, und sei dazu P eine Partition von @, so dafl

Qe(f)—Up(f) <

3o

Sei Py die Menge der S € P, die B1 schneiden. Dann ist B: C US’GP@ S.
Fir S € Py haben wir . .

1
sup f —inf f > —
S S n

(da ja O(f,a) > = fiir mindetens ein a € S). Daher gilt

1
n

% PRCCIESY [sup f —inf f] - vol(S)

SePy SeP,

€

< 3 —1 . —

< g [bl;pf ugff] vol(S) < o
Sepr

und daher also ) g p, vol(S) < €.

Wir nehmen nun umgekehrt an, daf3 B Lebesgue-Nullmenge ist. Sei e > 0. Da
B, C B, ist B¢ Lebesgue-Nullmenge, und da es kompakt ist, sogar Jordan-
Nullmenge. Also gibt es abgeschlossene Quader S, ..., .Sy, deren Inneres B,
tiberdeckt, und so dafl > ; vol(S;) < e.

Wir wihlen nun eine Partition von @), so daf3 fiir jedes S € P genau eine der
beiden folgenden Aussagen zutrifft:

1. S CS; fiir ein 1.

2. SNB. =0

Sei |f(z)] < M fir x € Q. Dann haben wir fiir die Summe iiber die S € P
vom Typ 1:

> [sup(f) — inf(f)] - vol($) < 2M Y " vol(S;) < 2Me
=1

S Typ 1

Ist dagegen S vom Typ 2, dann ist O(f, x) < e fiir alle x € S. Dann gibt es
eine Partition Pg von S, so daf3

Z [sup(f) — ll%f(f)] -vol(T) < e-vol(S)

Teps T

(Beweis weiter unten). Sei P die Vereinigung aller Pg mit .S vom Typ 2 und
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P, die Vereinigung aller S vom Typ 1. Wir haben dann

Opur,(f) = Upup(f) = [ D+ | lsup(f) - inf(f)] - vol($)
s5e5, Ses.) S
< 2Me+ Z € - vol(.S)
S€eSs

< 2Me+ evol(Q).

Da € beliebig war, sehen wir so, dafl

Qrup,(f) = Upup,(f),

also f integrierbar ist.

Es bleibt die Existenz von Pg zu beweisen: Zu jedem z € S gibt es einen
abgeschlossenen Quader S, der x im Inneren enthilt, so dafl

sup(f) —inf(f) <e.

So Sa
Da S kompakt ist, wird .S schon von endlich vielen der Sy, etwa Sg,,- -, Sz,
iiberdeckt. Sei Pg nun eine Partition von S, so dafl jeder Teilquader von Pg
schon in einem der S;, enthalten ist. Dann ist

Op(f) —Upy(f) = Z[Sup(f) - irTlf(f)] vol(T') < e - vol(S),

Tep T

wie zu beweisen war O

6.3.1 Der Integrierbarkeitsbegriff aus der Analysis I

In der Analysis I hatten wir zu gegebenem abgeschlossenen Intervall [a, ]
den Vektorraum S(a,b) aller Funktionen f : [a,b] — R betrachtet, die man
als Grenzwert im Sinne der gleichméfiigen Konvergenz einer Folge von Trep-
penfunktionen erhélt. Genauer ist f € S(a,b) genau dann, wenn es zu jedem
¢ > 0 eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R gibt, sodafl

sup{|f(z) — t(z)| : = € [a,b]} < €.

Dabei bezeichnen wir als Treppenfunktion auf [a, b] jede Funktion ¢, zu der
es eine Zerlegung von [a, b] in endlich viele paarweise disjunkte Intervalle (of-
fen, abgeschlossen oder halboffen) gibt, sodafl ¢ auf jedem dieser Intervalle
konstant ist. Fiir Funktionen f in S(a,b) hatten wir dann das Integral fab f
erklart. (Namlich als Limes der Integrale einer gegen f gleichméBig konver-
gierenden Folge von Treppenfunktionen, wobei die Integrale von Treppen-
funktionen in naheliegender Weise erklért sind)
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Ubung. Man zeige, da8 jede Funktion in S(a,b) auf dem Intervall [a,b]
Riemann-integrierbar ist, d.h. integrierbar im Sinne unserer Definition aus
dem Abschnitt 6.1, und dafl das Intgral aus 6.1 eine Fortsetzung des Inte-
grals aus der Analysis I ist. (Man kann die Bedingungen in der Definition
der Integrierbarkeit direkt verifizieren.)

Allerdings ist es nicht so, daB jede auf [a,b] (Riemann-)integrierbare Funk-
tion gleichméBig durch Treppenfunktionen approximiert werden kann. Ein
Gegenbeispiel konstruiert man sich leicht mittels einer Funktion mit abzahl-
bar vielen Unstetigkeitsstellen. Man kann die Funktionen in S(a,b) folgen-
dermaflen charakterisieren:

Satz. Eine auf dem abgschlossenen Intervall |a,b] erklirte Funktion ist ge-
nau dann in S(a,b) gelegen, wenn fir jeden Punkt c € [a,b] die Grenzwerte

lim f(x), lim f(x)

T—c, T—c,
x>c x<c

existieren und endlich sind.

Wir wollen den Satz hier nicht beweisen, sondern lassen ihn als Ubungsauf-
gabe fiir ambitionierte Studenten. Wir geben aber einen Hinweis: Fiir die
schwierige Richtung, d.h. fiir den Nachweis, dal die Existenz der rechts-und
linksseitigen Limites die gleichméflige Approximierbarkeit durch Treppen-
funktionen impliziert, beweise man zun#chst, dafl die Menge

Ss(I,f):={x €la,b] : Ve > 032" : |z —2/| < e & |f(x) — f(z")] >}

fiir jedes § > 0 endlich ist’.

6.4 Die Transformationsformel

Das machtigste Hilfsmittel zur Berechnung von Mehrfachintegralen ist die
Transformationsformel. Wir werden sie hier formulieren, aber auf einen Be-
weis verzichten. Statt dessen werden wir an Beispielen ihre Anwendung vor-
exerzieren. Die hier ausgewéhlten Beispiele werden sie vielleicht auch plau-
sibel erscheinen lassen. Wer den exakten und ausfiithrlichen Beweis sehen
mochte, findet diesen in [Spivak] oder auch - in etwas abgeschwichter Form
in [Lang].

Satz. Sei U C R"™ offen, und g € C1(U,R™). Es sei A eine mefbare Menge,
deren Abschluff A in U enthalten ist, und so daf8 g auf dem Inneren von

'Tch danke Georg Illies, der mir den oben angefiihrten Satz mitteilte und den Beweis
skizzierte.

Transformat-

ionsformel
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Satz von Sard I

A Cl-invertierbar ist. Ist dann f auf g(A) integrierbar, so ist f o g auf A
integrierbar, und es gilt

/9<A>f = /Af 0 g |det(Dg)|.

Bemerkung. Eine Abbildung g € C!(V,R") auf einer offenen Menge V C R"
heiBt Cl-invertierbar, falls g(V) offen und g : V' — g(V) bijektiv ist, und
falls g=1 € Cl(g(V),R").

Die Menge g(A) (aus dem Satz) ist meBbar.Es gilt ndmlich

Satz. Sei A € R"™ mefbar. Der Abschlufl A sei in einer offenen Menge U
enthalten, g : U — R™ sei C' und auf dem Inneren von A C'-invertierbar.
Dann ist g(A) mefbar.

Beweis. Es ist g(A°) C g(A) C g(A), und g(A) ist kompakt (denn A ist
beschréinkt und abgeschlossen, und g ist stetig). Es folgt dg(A) C ¢g(0A)
(denn g(A°) ist nach Voraussetzung offen und g(A4) = g(A°) U g(0A).) Wir
lassen es als Ubungsaufgabe zu zeigen, daB g(0A) eine Jordan-Nullmenge
ist. (Man benutze, dafl A eine Jordan-Nullmenge ist, und dafi zu jedem
Punkt a € Ueine Umgebung V existiert, und eine Konstante C', so dafl

lg(@) =Wl <C-lle =yl (z,y €V).
Warum?) O
Es ist noch interessant anzumerken, daff die Menge aller a € A f’ur die
| det Dg(a)| = 0 gilt, eine Lebesgue-Nullmenge ist. Es gilt ndmlich:
Satz. Sei U CR" offen und g € C*(U,R™). Dann ist
{z € U : det Dg(z) = 0}
eine Lebesque-Nullmenge.

Bemerkung. Der eigentliche Satz von Sard, wie er in der Literatur vorkommt,
sagt mehr aus. Der hier formulierte Teil ist leicht zu beweisen und kann als
Ubungsaufgabe betrachtet werden.

Wir diskutieren nun einige bemerkenswerte Spezialfille der Transformations-
formel. Es sei M € GL(n,R). Dann definiert g(x) = M - x eine Abbildung
g :R™ — R™ vom Typ C*. Da g linear ist, haben wir Dg(x) = M, also

det Dg(x) = det(M).

Ferner ist g global invertierbar, und die Umkehrabbildung (als lineare Abbil-
dung) ist wieder vom Typ C*°. Ist daher A C R™ mefibar und f integrierbar
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iiber A, so ist auch M - A ={M -z : z € A} meBbar und x — f(M - x)
integrierbar iiber M - A, und es gilt

/ f(y)dy = | det(M] - / f(Mz)dx, vol(M -A)=|det(M)|vol(A).
M-A A

Bemerkenswerte Spezialfille sind

[ sway=r [ sr-5)de,
r-A A
wo r > 0 eine reelle Zahl ist. Insbesondere

vol(r - A) = r" vol(A).

Des weiteren
| twdy= [ f-ayde vol(-a) = vol(a).
—-A A
Ist m € Sy, und f integrierbar (auf dem R™), so hat man
f(xl""axn)dxl"'dzn =
R”

= /]R f(@ra)s - s Ta(n)) dz1 - - dzy,
In der Tat ist ja

il Lr(1) el

Tn Zr(n) Tn

eine lineare Abbildung. Die zugeordnete Matrix M ist

M = (eﬂ_1(1) N 671.—1(”)) .
Offenbar gilt det(M) = +1 (Welches Vorzeichen genau?)

Wichtig ist auch noch, die Translationsinvarianz des Integrales. Ist b € R",
so gilt

fw)dy = [ Jo+a)dn, volb+4) = vola.
b+A A

In der Tat folgt dies aus der Transformationsformel mit g(z) = = + b (und
Dg(x) =id). Man kann die Translationsinvarianz allerdings auch leicht un-
mittelbar aus der Definition des Integrales ablesen. Ein Spezialfall der eben
angestellten Uberlegungen ist der folgende: Bezeichnet W den Einheitswiir-
fel im R™, also

W =1[0,1] x --- x [0,1]
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Parallelepiped I

Polar-

koordinaten

so ist natiirlich vol(W) = 1. Sind nun a4, . . ., a, linear unabhéngige Vektoren
des R™, und setzt man
M := (a1az - ay)

so ist
M € GL(n,R)

und
M-W = PP(ai,...apn) :={x,a,+ -+ xpap|0 < z1,...,2, < 1}

Man bezeichnet M - W auch als das von ay, ..., a, aufgespannten Parallel-
epiped.Man hat nach den angestellten Uberlegungen dann also

vol(PP(a;...a,)) = |det(araz...ay)|.

Man tiberlegt sich leicht, dafl diese Formel auch richtig bleibt, wenn die
ai,...,ay linear abhéngig sind (dann sind beide Seiten gleich 0). Diese Iden-
titét ist fundamental, denn sie tritt wohl in jedem Beweis der Transformati-
onsformel mehr oder weniger explizit auf. Es ist eine nette Ubungsaufgabe
in Elementar-Geometrie, diese Formel direkt zu beweisen, etwa fiir den R2.
In der Tat liegt der Ursprung des Begriffs der Determinante in dieser For-
mel. Wir schlieflen den Abschnitt mit einigen konkreten Anwendungen der
Transformationsformel.

Beispiel. Wir wollen beweisen dafl

1 > dt oo
I'-)= / ettr s = / e dr =7
2’ "/, t

—0o0

Die zweite Identitiit erhélt man mittels der Substitution ¢ = 22, dt = 2zdz.
Zum Nachweis der dritten berechnen wir das Quadrat des fraglichen Inte-

grales (man beachte, dafl es positiv ist):
+o0 2 e 2
:4/ e * dx/ e Ydy
0 0

+00 2 +00
(/ edeaz> (2/ e da:)
—00 0

“+o0o +oo
= 4/ / 67(x2+92)da:dy.
0 0

Das rechts stehende Doppelintegral kann man nach dem Satz von Fubini als
Integral iiber einen zweidimensionalen Bereich auffassen, genauer als

lim 4/ e_(x2+y2)d:rdy
N—co  J[0,N]x[0,N]

(Man ersetze zur Verifikation in den angestellten Uberlegungen f0+oo durch

2

limpy fON). Wir gehen nun zu Polarkoordinaten iiber, d.h. wir fithren eine
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Integraltransformation mittels der Funktion

g:R? = R?, g(r,9) = (TCF)Sﬁ)

rsind

durch. Ist x = (21, 22)" ein Vektor im R2, so gibt es genau ein r < 0 und ein
¢ € [0, 27] mit
x = (rcos?,rsind)’.

r=/x? + 22

und da z/r den (euklidischen) Betrag 1 hat, gibt es genau ein 9 € [0, 27| mit
x1/r = cos?¥ und zo/r = sind (vgl. Analysis I). Also ist die Abbildung ¢
surjektiv, und es gibt sehr viele offene Mengen U, so daf} die Einschrénkung
von g auf U dann C'-invertierbar ist. Wir berechnen

Dyt )= (Gy) o)) det D) =

In der Tat, es ist

Gehen wir nun in [, e~ (@ +?) dxdy zu Polarkoordinaten tiber (wir lassen
>0

die Details mit dem Limes als Ubungsaufgabe), so erhalten wir

/ e () dpdy = / e rdrdd = e T T T
R2 R>O><(Olg) 2 0 2 4

>0

Fafit man zusammen, so erhélt man die behauptete Identitét.

Beispiel. Wir berechnen das Volumen des Kreises vom Radius R mittels
Polarkoordinaten. Es ist

B2(R) = {(z,y)"[«* + y* < 1} = ¢([0,1] x [0, 27)),

wo g(r,1) = (r cos ¥, rsin)! wie oben. Demnach ist

27
vol(B*(R / / rdrdd = / omr dr = wR2.

Die vorletzte Identitiit ist bemerkenswert. Sie besagt, dal vol(B2(R)) gleich
der Summe der Umféinge der Kreise vom Radius 0 bis R ist. In der Tat, denkt
man sich B%(R) aus konzentrisch um den Ursprung angeordneten Schniiren
zusammengesetzt, rektifiziert man diese und stapelt sie aufeinander, so er-
h&lt man ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Linge 27 R und R.
Und dessen Inhalt ist gerade 7R2.
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Beispiel. In diesem Beispiel betrachten wir Rotationskorper. Ist F' eine Flé-
che in der (¢, z)-Ebene und dreht man diese entlang einer Kreislinie in der
z-y-Ebene um die z-Achse, so wird hierdurch ein Kérper erzeugt, der invari-
ant ist unter Rotationen um die z-Achse. Damit es keine Uberschneidungen
gibt, setzen wir dabei voraus, da3 F' in der Halbebene ¢ > 0 gelegen ist.

Fiir das Volumen eines Rotationskorpers gibt es eine einfache Formel. Dazu
definieren wir zunédchst den Schwerpunkt von F' als

SP(F) := /F(t,z)t dtdz/ vol(F).

Hierbei nehmen wir natiirlich an, dafl F’ mefibar ist.

Satz. Sei F C Rsg x R eine mefibare Menge, sei a = (ay,az2)t der Schwer-
punkt von F'. SchliefSlich sei

M={(t-uz2)!eR®: (t,2)' € F,u? 4+ u3 =1},
(wo wir u = (uy,us)t gesetzt haben). Dann gilt
vol(M) = 2may - vol(F).
Beweis. Wir wenden den Satz von Fubini und die Transformationsformel

an, letztere. indem wir t - u = (tcos¥,tsin)? setzen. Damit erhalten wir
nacheinander:

/XM = /R(/RQXM(x,y,z)dxdy)dz

_ / / ar(tcosd, tsind, =) tdidd | dz
R R>0X(O,27T)

= / / Xr(t,z) tdtdy | dz
R R>0><(0,27T)

= 27T/ xr(t,z)tdtdz
R>0><R

= 2mwvol(F)-ay-

Fin spezieller Rotationskorper ist der Torus
T :={(tu,2)|us +u5 =1,(t — 1) + 22 < R},

woR < 1 gewahlt ist. Es ist plausibel (und leicht zu verifizieren) dafl der
Schwerpunkt von {(t, 2)|(t — 1)? + 22 < R} gerade (1,0) ist. Wir erhalten
also

vol(T) = 2n° R2.



Anhang A

Aufgaben zu den einzelnen
Kapiteln

Dies ist eine Sammlung von Aufgaben, thematisch geméfli dem Stoff der
Vorlesung gegliedert. Die meisten dieser Aufgaben sind nicht lediglich zum
einfachen Einiiben der Begriffe aus der Vorlesung gedacht, sondern sollen
dazu anregen, den Stoff der Vorlesung im Selbsstudium in verschiedene Rich-
tungen hin zu vertiefen. Der Erfolg (oder eher Miferfolg) beim Losen der
Aufgaben sollte also keinesfalls als Mafistab fiir die Beherrschung des Stoffes
der Analysis II genommen werden.

Da die Aufgaben teils aus einer anderen Vorlesung iibernommen wurden,
kann es in den Notationen zu kleinen Unstimmigkeiten kommen: so wird in
den Aufgaben zum Beispiel der R™ als Raum von Zeilenvektoren betrach-
tet, und nicht, wie in der Vorlesung, als Raum von Spaltenvektoren. Der
erste Abschnitt {iber die Stammfunktionen rationaler Funktionen gehort an
sich nicht hier hin. Ich habe ihn aber als kleine Ergénzung zur Theorie der
Integration aus der Analysis I hier mit aufgenommen.

A.1 Stammfunktionen rationaler Funktionen

1. Ein relles Polynom heifit (reell- )irreduzibel, falls es nicht konstant ist und
nicht als Produkt zweier nicht-konstanter reeller Polynome geschrieben
werden kann. Zeigen Sie:

(i)  Die reell-irreduziblen Polynom sind bis auf Multiplikation mit ei-
ner Konstanten genau die Polynome von der Gestalt x — p oder
22 4 ax + b mit a® — 4b < 0.
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(i)  Jedes Polynom g # 0 besitzt eine eindeutig bestimmte Darstel-
lung

(*) g=c-pit-p,

wo ¢ eine Konstante ist, die p; paarweise verschiedene, irreduzible,
normierte Polynome und die n; positive ganze Zahlen bedeuten.
(Hinweis: Sie diirfen den Fundamentalsatz der Algebra beniitzen,
wonach jedes (komplexe) Polynom bis auf Multiplikation mit einer
Konstanten als Produkt von Polynomen z—p (p € C) geschrieben
werden kann.)

Es bezeichnen f und g zwei Polynome, deren Primzerlegungen (x) kein
gemeinsames irreduzibles Polynom enthalten. Zeigen Sie, dal es Poly-
nome h; gibt, sodal 1 = hy - f + hy - g gilt. (Hinweis: Betrachten Sie die
Menge I aller Summen hy - f + ho - g, wobei die h; alle reellen Polyno-
me durchlaufen; es bezeichne ¢ ein Polynom in I mit minimalem Grad;
iiberlegen Sie sich, daf3 jedes Polynom in I ein Vielfaches von c ist, und
da8 daher ¢ eine Konstante sein muf.)

Sei p ein reell-irreduzibles Polynom (vgl. die vorstehenden Aufgaben),
¢ ein Polynom mit grad(c) < grad(p) und n eine positive ganze Zahl.
Finden Sie eine Stammfunktion von ¢/p™. (Hinweis: Nach einer geeig-
neten Variablensubstitution geniigt es, die Fille c(z)/p(x)" = 1/z",
=1/(z®+1)" bzw. = x/(2? + 1)" zu betrachten.)

z(z” + 2% - 2)

Finden Sie eine Stammfunktion von (1:3 — 1)2

Zeigen Sie, daf jede rationale Funktion f(z) eine reelle Partialbruchzer-
legung besitzt, d.h. in der Gestalt

f(:c):fo(x)+z<ci—’1+ci—’22+--'+ci’—$>
i=1

Di b; p;

geschrieben werden kann, wo fo, ¢; i, p; reelle Polynome mit grad(c; ;) <
grad(p;) < 2 bezeichnen. (Hinweis: Man kann die Behauptung etwa
durch Induktion iiber den Grad der Nennerpolynome der rationalen
Funktionen beweisen; benutzen Sie die in den vorstehenden Aufgaben
audgesprochenen Tatsachen.)
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A.2 Normierte und euklidische Vektorraume, me-
trische Raume, Konvergenz

6. Es bezeichne (X, |-|) einen normierten Vektorraum. Zeigen Sie, daf die
beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a)  Es gibt ein positiv definites Skalarprodukt (, ) auf X, soda8
|z| = /(x,x) fiir alle z € X.
(b)  Die Norm || erfiillt die Parallelogrammregel, d.h. es ist
|z 4+ y? + |z — y|* = 2lz[* + 2|y|? fiir alle 2,y € X.

7. Fir eine reelle Zahl p > 1 und einen Vektor z = (z1,...,z,) € R”

setzen wir
n v
o] = (zw) |
i=1

(i)  Beweisen Sie die Holdersche Ungleichung : es gilt

fiir alle z,y € R™ und alle positiven reellen Zahlen p, ¢ mit %—F% =
1. (Hinweis: beweisen Sie zunéchst die fiir alle a,b > 0 geltende
Ungleichung ab < %p + %, und wenden Sie diese auf die einzelnen

24l |yl
[z, [yl,

Summanden der Summe ) | an.)

(ii) ~ Zeigen Sie, da x + ||, eine Norm auf dem R" definiert. (Hinweis
zur Dreiecksungleichung: schreiben Sie > (z; + v;)P = > xi(x; +
yi)P~ L+ Y yi(x; + y;)P~! und wenden sie auf die Summmen auf
der rechten Seite jeweils die Holdersche Ungleichung an.)

8. (i)  Zeigen Sie in den Bezeichnungen der vorstehenden Aufgabe, daf§
durch

2]y = lim |al,

eine Norm auf dem R"™ definiert wird. Berechnen Sie den Grenz-
wert ||

(ii)  Skizzieren Sie die Einheitskreise {ZL’ € R?| ||, = 1}.
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A.3 Stetigkeit

9.

10.

11.

12.

13.

Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X mit der Eigenschaft, daf3
jede stetige Funktion f: A — R beschrankt ist. Zeigen Sie, dal A dann
eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

Sei n > 2; finden Sie eine Funktion f: R™ — R, die im Punkt 0 unstetig
ist, soda8 aber die Einschrinkung f|I" fiir jede Gerade I" durch 0 im
Punkt 0 stetig ist.

Es bezeichne W die Menge aller Wiirfel der Gestalt [, 55 x [2;,}, 2]—,1]

und Z die Menge aller Intervalle der Gestalt [k4_n1, 4%] n>0,1<14,j<

2" 1 <k <4"). Sei ¢: T — W eine Bijektion mit den Eigenschaften

Vi.ner (It C I = ¢(11) C ¢(I2))
Viner (Nl # 0= ¢(I1) N (L) #0).

(i)  Zeigen Sie, dafl genau eine Abbildung f: [0,1] — [0,1] x [0,1]
existiert, sodal ¢(I) = f(I) fiir alle I € 7 gilt.

(ii)  Zeigen Sie, daf f stetig und surjektiv ist.

(ili) Zeigen Sie die Existenz eines Bijektion ¢ mit den beiden angege-
benen Eigenschaften.

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Réumen. Zeigen
Sie, da3 f genau dann stetig ist, falls fiir jede abgeschlossene Teilmenge
A C Y die Menge f~1(A) wieder abgeschlossen ist.

Zeigen Sie:
(1) {(xlv s xp) ERM |2+ 422 = 1} ist abgeschlossen in R";
(i) GLp(R) ist offene Teilmenge in End(R");

(iii) sind f,g: X — Y stetige Abbildungen zwischen metrischen Réu-
men, so ist {x € X | f(z) = g(z)} abgeschlossen in X.
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A.4 Differenzierbarkeit

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seien X;,Y endlich dimensionale Vektorrdume, und es bezeichne ¢ :
X1 X - x X, — Y eine multilineare Abbildung. Zeigen Sie, dafl ¢
differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung.

Seien X, Y endlich dimensionale Vektorrdume, U eine offene Teilmenge
von X, und b; (1 < i < n) eine Basis von Y. Es bezeichne p;: Y — R
die durch y1b1 + - -+ + ynbn — y; definierte lineare Abbildung. Zeigen
Sie dafl eine Abbildung f: U — Y genau dann in einem Punkt a € U
differenzierbar ist, falls fiir jedes 1 < ¢ < n die Abbildung p; o f in a
differenzierbar ist.

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Funktionen f(z,y,z) =
(i) ¥ (i) (zY, 2) (iii) sin(zsin(ysin 2)) (iv) 2¥".

(i)  Es bezeichne S den Einheitskreis S = {(z,y) € R?|2? 4+ y* = 1},
und f: R?> — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie: hat
die Einschréinkung f|s: S — R einen relativen Extremwert bei

(z,y) €S, so gilt Dsf (z,y) = yD1f(z,y).
(i)  Finden Sie die relativen Extremwerte der Abbildung ¢: S — R,
wo p(z,y) = z° +y*.

Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f: U — R eine im Punkt a € U
differenzierbare Abbildung. Fiir ein u € R™ setzen wir

Du@) = i K1) = S0)

(i)  Zeigen Sie, daf dieser Grenzwert tatséchlich fiir jedes u € R"”
existiert.

(ii)  Zeigen Sie, daf8 die Abbildung S"~! — R, u ~ D, f(a) ihr Su-
premum annimmt, und bestimmen Sie diejenigen v in denen das
Supremum angenommen wird. (Hierbei bezeichnet S?~! die Men-
ge aller Vektoren des R"™ mit euklidischer Linge 1.)

(iii) Geben Sie eine geometrische Interpretation ihrer Losung von (ii).

Sei U eine e-Umgebung des Punktes 0 im R™, und sei f: U — R eine
stetig differenzierbare Abbildung. Zeigen Sie, daf es stetige Funktionen
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20.

21.

22.

23.

24.

gi: U — R gibt, sodafl
fla) = f0)+)_ wigi(x)
i=1

fir alle z = (x1,...,2my) € U gilt. (Hinweis: differenzieren Sie die Funk-
tion ‘Umgebung der 0 in R’ 5 t — f(tz).)

Sei f: R™ — R eine differenzierbare Abbildung und d eine relle Zahl.
Zeigen Sie, daf die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Esgilt f(tz) =tif(x) fir allet € R, t >0, und € R™.
(b)  Esgilt >0, & D;f(z) =df (z) f. a. x = (x1,...,2m) € R™.

Sei f: R?> — R differenzierbar. Zeigen Sie, daf die beiden folgenden
Aussagen dquivalent sind:

f(a) hiangt nur von der euklidischen Norm |a| von a ab (d.h.
Vaber (la| = [b] = f(a) = f(b)) .

Es gilt yD1f(z,y) — xDof (z,y) = 0 fiir alle (z,y) € R?. (Hinweis:

betrachten Sie 6 — f <<Zi)r?z _(:(S)lsr:f) a> )

Finden Sie eine Abbildung f: R" — R, sodafl D, f(0) fir jedes u € R™
existiert, die aber in 0 nicht differenzierbar ist. (Hinweis: Suchen Sie
Funktionen f, sodal R 5 ¢t — f(tu) fiir jedes u konstant ist, aber f in
0 nicht stetig ist.)

(i)  Sei f: R? — R eine differenzierbare Abbildung, soda8 Dy f(a) =
0 fiir jedes @ € R? verschwindet. Zeigen Sie, dal dann f nicht
von der zweiten Variablen abh#ngt (d.h. es gibt eine Funktion
¢: R — R, sodaB f(x,y) = ¢(x) fiir alle z,y € R).

(i)  Sei jetzt U = R?\ {(z,0)|x < 0}. Konstruieren Sie eine differen-
zierbare Abbildung f: U — R, sodaf einerseits Dsf(a) = 0 fir
alle a € U ist, andererseits aber f tatséchlich von der zweiten
Variablen abhéngt.

Bestimmen Sie alle differenzierbaren Abbildungen f: R? — R, sodafl
2z 4y + 2%y + y3 + 22392

of

ae @Y (1 + 2%+ ) (1 + 227)
af 2y + x4+ y?x + 23 + 2322
R ) ()
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25.

26.

27.

28.

29.

(Hinweis: Betrachten Sie (z,y) — [ D1f(t,0)dt + [ Do f(x,t)dt.)

Es bezeichne |-|,, die p-Norm auf dem R™ (d.h. [z], = (3 |z:")"/* (p >
1) bzw. |z[, = max|z;| (p = oo) fir = (21,...,25)), und es sei
A € Hom(R"™,R). Zeigen Sie

sup{\A:U| | ||, = 1} = |a|p_f1’

wobei a denjenigen Vektor im R™ mit Az = a-z (z € R™) bezeichnet (Ist
p = 00 bzw. p = 1, so ist hierbei -£5 als 1 bzw. als oo zu interpretieren.
Hinweis: Falls Sie es geschickt anstellen, benGtigen Sie zur Losung keine
Differentialrechnung,. )

Fiir z,y € R sei
Cﬂ2

[z, y) = {zyﬁ falls(z,y) # 0

falls(xz,y) = 0.

Zeigen Sie, dafl f im Punkt 0 einmal differenzierbar und zweimal partiell
differenzierbar ist, daf§ aber fiir die zweiten partiellen Ableitungen im
Punkt 0 gilt:

D12f(0) # D21 f(0).

Ist f im Punkt 0 zweimal differenzierbar ? Wie oft ist f in von 0 ver-
schiedenen Punkten differenzierbar ?

Sei f: U — R (U C R™ offen) eine differenzierbare Abbildung mit iden-
tisch verschwindender Ableitung. Zeigen Sie, dafl dann f lokal konstant
ist (d.h. zu jedem a € U gibt es eine in U enthaltene e-Umgebung von
a, auf der f konstant ist).

Es seien f1,..., fn: U — R in einer offenen Teilmenge U des R™ ste-
tig differenzierbare Abbildungen. Es gebe einen Punkt a € U, sodafl
die Vektoren gradf;(a) (1 < n) linear unabhingig sind. Zeigen Sie,
dafl die Funktionen fi, ..., f,, algebraisch unabhéngig sind (d.h. es gibt
kein von 0 verschiedenes Polynom p(z1,...,z,), sodal die Abbildung
p(f1,-.., fn) auf U identisch verschwindet). (Hinweis: Berechnen Sie die
Jacobimatrix von p(fi, ..., fn) und benutzen Sie Aufgabe 3.)

Es bezeichne |-| die euklidische Norm auf dem R? und A eine Element
von Hom(R?, R?). Berechnen Sie

sup {|Az| ‘ x| =1}.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Es sei f: R® — R eine differenzierbare, bijektive Abbildung. Es sei
f~1 an der Stelle a differenzierbar; berechnen Sie (f _1), (a).

Finden Sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen (g(t)
bezeichnet dabei eine auf R definierte stetige Funktion):

(i) flz,y) =[] g(t)dt

(i)  fla,y) = [" g(t)dt

(i) f(wy) =5 g(t)at
(iv)  flw,y) = [l gy ae

Sei f: R* — R differenzierbar, sei E := {(z,y) € R?*|az? + by* = 1}
(a,b sind zwei von 0 verschiedene reelle Zahlen). Zeigen Sie: hat die
Einschrénkung f|g im Punkt (z,y) € E ein lokales Extremum, so ist
gradf(x,y) ein Vielfaches des Vektors (azx, by). Geben Sie eine geome-
trische Interpretation dieses Sachverhalts.

Konstruieren Sie fiir jedes n > 2 eine differenzierbare Abb. f: R® — R",
die nicht injektiv ist, sodafl aber in jedem Punkt a des R"™ ihre Ableitung
f'(a) injektiv ist. (Hinweis: betrachten Sie C 3 z — €?.) Zeigen Sie, daf
im Fall n = 1 solch ein f nicht existiert.

Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f € C¥(U). Zeigen Sie: fiir jedes
x € U und jedes n-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen iy, ...,
mit iy + - +ip = k gilt
Pl AL LAl f(g
ey m i St ]
Oxi' - Oxy' (h1yeeshn)—0 hi - hy

Hierbei benutzen wir die Notation A; pg(x) = g(x + he;) — g(x), wo g
irgendeine Funktion von n rellen Variablen bedeutet, und e; denjenigen
Vektor im R™ mit einer 1 an der i-ten Stelle und einer 0 an jeder anderen
Stelle bezeichnet.

Berechnen Sie die Taylorreihe der Abbildung
inv: GLy(R) — GLg(R), A+ A™1

um den Punkt e = <(1) (1)>, und zeigen Sie, daf} diese in einer offenen

Umgebung von e gegen inv konvergiert.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

Sei f € C*(U) (U eine offene Teilmenge des R™). Sei a € U mit f(a) =
0, und sei k die kleinste nichtnegative ganze Zahl mit f (k)(a) # 0. Jeder
Vektor z € R"™ mit f®)(a)(x,...,2) = 0 wird als Tangente an die
Hyperfliche V(f) = {x € U| f(z) = 0} im Punkt a bezeichnet.

(i)  Sei~y:I — U ein differenzierbarer Weg (I ein offenes Intervall in
R), sodaB f o~y = 0 gilt. Zeigen Sie: fiir jedes ¢t € R ist +/(¢)(1)
eine Tangente an die Hyperfliche V' (f) im Punkt ~(¢).

(ii)  Berechnen Sie die Tangenten der Kurve V(p), wo

p= (327 —yP)y — (2* +y*)%

(iii) Skizzieren Sie V(p) und konstruieren Sie eine differenzierbare und
surjektive Abbildung R — V(p). (Hinweis: studieren Sie das fol-
gende Bild !)

Berechnen Sie die Taylorentwicklung von f(x1,...,z,) = (14+x1+---+
zn)" um den Nullpunkt und zeigen Sie, dafl diese in einer Umgebung
des Nullpunktes gegen f konvergiert.

Zeigen Sie die Identitédt
n n
F® (@) (2y,. .. 2p) = Z Z Di, - Dy f(a) T, - T,
i1=1 =1

(z; = (xi1,...,xip) ). Hierbeiist f eine k-mal differenzierbare Funktion
in n Variablen.

Sei ¢: X¥ — R eine antisymetrische k-lineare Abbildung des endlich
dimensionalen Vektorraums X nach R. Berechnen Sie ¢(*)(a).

Seien (X, |-|x), (Y,|-]y) endlich dimensionale normierte Vektorrdume,
und es bezeichne L*(X,Y’) den Vektorraum der k-linearen Abbildungen
von X nach Y. Zeigen Sie, dafl durch

’¢‘ = sup{|¢(x1, . ,l‘k)‘y : Vlgign T; € X, ]xZ\X = 1}
eine Norm auf L*(X,Y) erklirt wird. (Es ist insbesondere zu zeigen,

dafl das angefiihrte Supremum tatséchlich existiert !)

Sei f € C3(U), U eine offene Teilmenge im R?, a € U mit gradf(a) = 0.
Es sei A = fy.(a)fyy(a) — fry(a)? # 0. Zeigen Sie:
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

(i)  Der Punkt a ist ein lokales Maximum (Minimum) von f genau
dann, wenn A > 0 und f; z(a) <0 (> 0) gilt.

(ii)  Der Punkt a ist ein (nicht-entarteter) Sattelpunkt von f genau
dann, wenn A < 0 ist.

Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion f(x,y) = cosz+siny
und das Verhalten von f in den kritischen Punkten. Skizzieren Sie den
Verlauf der Niveaukurven der Funktion auf dem R?2.

Finden Sie die kritischen Punkte der Funktion f(z,y) = y(32% — y?) —
(2 + y?)2, entscheiden Sie, welche davon Maxima oder Minima sind,
und skizzieren Sie den Verlauf der Niveaukurven der Funktion auf dem
ganzen R2.

Sei U eine offene, den Nullpunkt enthaltene Teilmenge des R"™, und sei
f € C>*(U). Es gebe homogene Polynome p,(z1,...,z,) vom Grad v
und ein k, sodaf

[f(a:l,...,xn) — (po +p1($1,...,xn) + - —i—pk(azl,...,xn))]

lim =0
xz—0 ’x‘k
ist, wobei |z| die euklidische Norm von =z = (z1,...,%,) bezeichnet.
Zeigen Sie:
@ (0)(z)¥
fir 0 <v<k.

Sei f(x,%) eine in einer offenen Teilmenge des R? hinreichend oft diffe-
renzierbare Funktion. Schreiben Sie die Taylorentwicklung von f(z,y)
um einen Punkt a € U bis zum dritten Glied explizit aus.

Konstruieren Sie eine glatte Funktion f(x,y) mit f(0,0) = 0, soda$ die
Niveaukurve f(z,y) = 0 im Nullpunkt (bis auf skalare Vielfache) genau
17 verschiedene Tangenten hat. Wie sieht der Graph Ihrer Funktion in
der Nahe des Nullpunktes aus ?

Welche der folgenden quadratischen Formen sind positiv, negativ bzw.
indefinit :

(i) 322 — 22y — 222 + 3y? — 22y + 322

(i) 52+ 9y — 4wz + 2y — Yzy + 722
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(iii) —3x2 — 4y — 622 — 6y — Szy — 1122

48. Seien ¢,1 € C*®(R), und sei f(z,y) := ¢(z)1(y). Bestimmen Sie die
kritischen Punkte von f, und diskutieren Sie das Verhalten von f in
den kritischen Punkten in Abhéngigkeit vom Verhalten von ¢ und 1.

49. Finden Sie eine glatte Funktion f(z,y), deren Graph etwa so aussieht:

A.5 Umbkehrsatz, Implizite Funktionen

50. Es bezeichne P die Abb. P: R>oxR — R?,  P(r,0) = (rcosf,rsin@).

(i)  Zeigen Sie, dafl P surjektiv ist; berechnen Sie die Urbilder unter
P zu gegebenem Punkt (z,y) € R2.

(ii)  Zeigen Sie, daf3 P bei Einschrinkung eine bijektive, glatte Abbil-
dung

P:Rog x (—m,+71) = R*\ {(z,0) € R?*|z < 0}

mit glatter Umkehrabbildung definiert. Berechnen Sie DP und
D).

51. Wo ist die Abb. f: R?> — R2?, f(z,y) = (cosx coshy, —sinzsinhy),
lokal invertierbar?

52. Zeigen Sie, daf8 die Abbildung f: R® — R3, f(z,y,2) = (x + e,y +
e?, z 4+ e%), bijektiv ist und eine glatte Umkehrfunktion besitzt.

53. Sei f: R? — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, daf f dann nicht injek-
tiv ist. (Hinweis: Ist etwa D f(a) # 0, so betrachten Sie die Abbildung

(z,y) = (f(z,9),v).)

2 4 22sinl  fall 0
54. Zeigen Sie: die Funktion f(r) = { 2 Fatsing fallse 7 ist differen-
0 fallst = 0

zierbar, D f(0) ist invertierbar, aber f ist bei 0 nicht lokal invertierbar.
(Df ist bei 0 unstetig!)
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A.6 Iteration von Abbildungen

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Studieren Sie das Konvergenz- oder Divergenzverhalten der Folge (A™x)
in Abhingigkeit vom Startwert z € R?, wobei

(i) A:<_32 _54> (ii) A:<_76 _87> (iii) A:(_%% _21>

Zeigen Sie, daB die Abbildung R?\ {0} — R?\ {0}, (x,y) — (2% —
y?, 2zy) in jedem Punkt lokal invertierbar ist, ferner surjektiv, aber nicht
injektiv ist.

Es sei f(z) = 2% + 1/4. Bestimmen Sie die Menge der reellen Zahlen z,
fiir die die Folge (f™z) beschriankt bleibt.

Es seien ay (0 < £ < n) komplexe Zahlen, und es bezeichne f: C — C
die Abbildung mit f(z) = |p(2)|* = p(2)p(z), wobei
n
p(z) =apz" 4+ - +ag = Zagze.
=0
Berechnen Sie D f und D? f. Wieviele kritische Punkte hat f hochstens?

Gesetzt der Fall, es ist D?f(a) # 0 fiir jeden kritischen Punkt a, wieviele
lokale Minima, wieviele Sattelpunkte gibt es dann?

Fiir vorgegebenes y € R bezeichne g,: R — R die Abbildung mit
gy(x) =y +x — e”. Zeigen Sie, daBl

lim g, (zo) = —o0
n—oo

fiir jedes zg und jedes y < 0.

Es bezeichne inv: GL(X) — GL(X) die Abbildung mit inv(A) = A~L.
Berechnen Sie D¥(inv) (k =1,2,...).

Zu vorgegeben komplexen Zahlen a, bezeichne p: C — C die Abbildung
p(2) = anz"+a,_12"" 1+ +ag. Es sei a ein Fixpunkt von p (d.h. p(a) =
a); der Fixpunkt a heifit attraktiv (abstosBend), falls |Dp(a)(1)| < 1
(bzw. > 1) ist (|-| = komplexer Absolutbetrag). Zeigen Sie:

(i)  Ist a attraktiv, so gibt es ein r > 0, sodaf fiir jede kompexe
Zahl zp mit |z — a| < r die Folge der Iterierten p™(zg) gegen a
konvergiert.



A.6 Iteration von Abbildungen 125

(ii)  Ist a abstoflend, und konvergiert fiir irgendeine komplexe Zahl z
die Folge der p™(z0) gegen a, so existiert ein ng, sodafl p"(zy) = a
fiir alle pn > ng gilt.

62. Es sei f € C?(X, X), es sei a € X eine Losung der Gleichung f(z) =
0, und Df(a) sei bijektiv. Zeigen Sie: fiir jeden hinreichend nahe bei
a gewahlten Anfangswert z( ist die Folge der Iterierten N™(xg) der
Abbildung N(z) = x — [Df(z)]~*(f(x)) wohldefiniert und konvergiert
gegen a. (Hinweis: a ist superattraktiver Fixpunkt von N, d.h. N(a) = a
und DN(a) =01)

63. Essei f(z) = 22—2, N(z) = 2— xZ;Q Berechnen Sie die ersten Iterierten
N™(1).

64. Finden Sie mittels des Newton-Verfahrens (d.h. mittels des in Aufgabe 1
beschriebenen Verfahrens) rationale Approximationen fiir den goldenen
Schnitt.

65. Essei f: R\Q — R\ Q, f(z) = x%m ([x] = groBte ganze Zahl < x).

Welche Informationen geben Thnen die Iterierten f™(xg) zu vorgegebe-
nem Startwert xq?

66. Zeigen Sie: Zu jedem A € SL,(R) existiert eine offene Teilmenge V €
R™™ mit A € V und eine glatte und bijektive Abbildung f: U — V N
SL,(R), wo U eine offene Teilmenge des R~ ist. Hierbei bezeichnet
R™ ™ den Vektorraum der n x n-Matrizen mit Koeffizienten in R und
SL,(R) die Teilmenge aller Matrizen mit Determinante 1.

67. Sei f € CL(R™) und A = {z € R"| f(x) = 0}. Gegeben seien pein a € A
und ein Vektor xg € R", sodaf gradf(a) # 0 und gradf(a) - 29 = 0.
Zeigen Sie: Es existiert eine stetig differenzierbare Abbildung w: I — A,
wo I ein offenes, den Nullpunkt enthaltenes Intervall bezeichnet, sodaf
w(0) = a und w'(0)(1) = x¢ gilt.

68. Finden Sie alle Abbildungen w: I — R? (I eine offenes, die 0 enthaltenes
Intervall in R), soda8 w(0) = 0 und p(w(t),t) = 0 fiir alle ¢t € I gilt.
Hierbei bezeichnet p das Polynom p = (322 — y?)y — (22 + y?)2.
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A.7 Maxima und Minima mit Nebenbedingungen

69.

70.

71.

72.

73.

Seien by, by linear unabhiingige Vektoren im R3. Es bezeichne §(a) den
Abstand des Punktes a € R3 zur Geraden

g:{$ER3|b1-x:b2-m:0},

d.h. es sei

5(@):inf{\/mm€g}.

Berechnen Sie d(a).

Verallgemeinern Sie die vorstehende Aufgabe von 3 auf den Fall von n
Dimensionen.

Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen mit abc # 0, und es sei E die Menge der
reellen Tripel (z,y, z) mit az?+by? +cz? = 1. Bestimmen Sie die lokalen
Extrema der Abbildung f: E — R, (z,y,2) — 22 +y? + 22

Sei L die Menge aller Punkte (z,y) € R?2, fiir die das Produkt der
Entfernungen von den Punkten (1,0) und (—1,0) gleich 1 ist. Finden
Sie die Punkte (z,y) € L, fiir die |x| oder |y| maximal ist.

Fiir a,b € R sei 6(a,b) = inf{\/(:c—a)2 +(y—0)?|z,y e R, zy = 1}.
Bestimmen Sie die maximale offene Teilmenge U C R?, fiir die 6|y glatt
ist.



Anhang B

Ubungsaufgaben aus dem
Sommersemester 2001

Dir folgenden, auf 10 Blatter verteilten Aufgaben wurden den Studieren-
den wochentlich zur Einiibung der in der Vorlesung vorgestellten Techniken
zur Verfiigung gestellt. Da sie chronologisch der Vorlesung folgen, wird die
Zuordnung zum Stoff kein Problem darstellen.

Blatt 1

Aufgabe 1 (4 P)
Zeigen Sie, daf§ durch
7 d(.ﬁL’, y)

d(x,y) = m,

wobei d die iibliche euklidische Metrik auf R™ bezeichne, eine weitere Me-
trik auf R™ definiert wird. Beweisen Sie, dafl diese Metrik von keiner Norm
erzeugt wird. Zeigen Sie weiter, daB d und d die gleiche Topologie liefern,
d.h., daf} eine Teilmenge von R" genau dann beziiglich d offen ist, wenn sie
es beziiglich d ist.

Aufgabe 2 (4 P)
Sei X ein metrischer Raum; fiir A C X bezeiche A den Abschluf3, A° das
Innere und OA := A\ A° den Rand von A. Zeigen Sie:

a) A° ist offen, A und A sind abgeschlossen. A ist die Menge aller x € X,
fiir die U (x) fiir alle € > 0 sowohl Punkte aus A als auch Punkte aus X\ A
enthélt. Es gilt 0A = 0(X\A).

z,y € R",

b) A ist offen genau dann, wenn A N JA = (). A ist abgeschlossen genau
dann, wenn 0A C A
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Aufgabe 3 (242 P)
Sei X = R? mit der euklidischen Metrik; bestimmen Sie A, A° und 9A fiir

a) A:=Q?
b) A:={(z,z7!) |z > 0}

Aufgabe 4 (4 P)
Sei X = C1[0,1] der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf
[0,1] und sei fir f € X

A1 = [1flloo + 11 lloo

wobei || f||oo 1= max,c(o,1) | f ()] Zeigen Sie:
a) || - || ist eine Norm auf C*[0, 1].

b) Die Folge (f,)n>1, definiert durch f,,(x) := n~ 12", konvergiert in (X, || -
||oo) jedoch nicht in (X, || - []).!

Nur so: Ein topologischer Beweis fiir |P| = co
Fiir a,b € Z, b # 0 verwenden wir die Notation

(x) Myp:={a+mb|meZ}CZ

und definieren die Menge 7o C {M | M C Z} als die Menge aller Teilmengen
von Z, die als Vereinigung von Mengen der Gestalt (x) darstellbar sind
(wobei natiirlich auch unendliche Vereinigungen zugelassen sind) und 7 :=
ToU{0}.

Beobachtung: 7 ist eine Topologie auf Z, d.h.

i)0,ZeT

(ii) U0,Up €T =U N0y eT

(i) U; iel) = U Ui e T

(Begriindung?)

Betrachten Sie nun die Mengen My, fiir p € P und folgern Sie aus obiger
Beobachtung, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt.

(Hinweis: Man iiberlege sich, dafl {—1,1} ¢ 7, daf aber (Z\M,,) € 7.)

Blatt 2

Aufgabe 1 (4 P)

Zeigen sie, dafl der normierte Vektorraum (X, ||-||) aus Aufgabe 4 von Blatt
1 ein Banachraum ist.

(Hinweis: Um die Vollsténdigkeit von X zu beweisen, folgere man zunéchst
aus der Vollstindigkeit von (C°[0,1],]| - ||o0), daB fiir eine Cauchyfolge f,, €

!Die beiden Metriken liefern also verschiedene Topologien.
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(X, |[-1]) gilt: fr, — f und f}, — f* bzgl. || - || fiir geignete f, f* € C°[0,1].
Man definiere dann

F(z) = £(0) + /O "t

und beweise f = f.)

Aufgabe 2 (4 P)

a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Kj;, i € I, eine Familie kompakter
Teilmengen von X. Beweisen Sie fiir endliches I, da8 K := | J;c; K; ebenfalls
kompakt ist. Geben Sie ein Beispiel dafiir, dafl dies fiir unendliches I nicht
mehr unbedingt zutrifft.

b) Zeigen Sie, daB es abgeschlossene, beschrénkte Teilmengen von (R™,d)
(vgl. Aufgabe 1 von Blattf 1) gibt, die nicht kompakt sind.

Aufgabe 3 (4 P)
a) Untersuchen Sie die folgenden Teilmengen von X = R? auf Kompaktheit:

() A:=Q2NU.(0)
() A= {(zz1)|z>0

b) Seien K; C R", Ko C R™ kompakte Teilmengen. Beweisen Sie, dafl auch
K1 x Ky C R"™™ kompakt ist.
(In a) und b) ist die euklidische Metrik auf den R¥, k € N*, gemeint.)

Aufgabe 4 (4 P)
Seien (X7,d;) und (X2, d2) metrische Rédume.
a) Beweisen Sie, da§ auf X := X; x Xy durch

d((21,22), (Y1,y2)) = max(di(x1, Y1), d2(2,92)),

(x1,y1 € X1, z2,y2 € X3) eine Metrik definiert wird.

b) Zeigen Sie: Sind (Xi,d;) und (X2, d2) kompakt, so ist auch (X, d) kom-
pakt.

(Hinweis: Sei X = |J;c; Ui eine offene Uberdeckung. Man zeige zunichst,
daB fiir jedes x1 € X ein €1 > 0 existiert, so dal Uy, ¢, (z1) x X2 schon von
endlich vielen der U; iiberdeckt wird.)

Blatt 3

Aufgabe 1 (4 P)

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) heifit diskret, falls fiir alle
x € X ein € > 0 existiert, fiir das U.(x) N A endlich ist. Zeigen Sie, daf} jede
diskrete Teilmenge A eines Kompaktums K C X endlich ist.
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Aufgabe 2 (4 P)
Untersuchen Sie folgende Funktion f : R? — R auf Stetigkeit:

Ty falls (x,y) # (0,0)
o) = |z|+y?
f(z,y) { S/Ty falls (z,y) = (0,0)

Aufgabe 3 (4 P)
a) Sei (X, d) ein metrischer Raum A C X. Beweisen Sie, dafl die Funktion

f:X — R
x +— inf d(z,a)
acA

stetig ist.
b) Zeigen Sie, dafl die lineare Abbildung

D:(CHo,aL-1) — (C%0,1],]]]l)
fef

(mit der Norm || - || aus A4 von Blatt 1) eine stetige Funktion ist.

Aufgabe 4 (4 P)

Ein metrischer Raum (X, d) hei8t zusammenhdingend, wenn () und X die
einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X sind. Be-
weisen Sie, dal R™ mit der euklidischen Metrik ein zusammenhéngender
Raum ist.

(Hinweis: A2b) von Blatt 1 beachtend zeige man, dal A # 0 fiir jedes
A C X mit A # (), X. Dabei kann man f aus obiger A3a) verwenden.)

Nur so: Man zeige, da8 fiir r € R\Q die Menge
M:={zeR|z=a+br a,bcZ}

dicht in R liegt.

(Hinweis: M ist mit der Verkniipfung + eine Gruppe. Man zeige zunéchst,
dafl M nicht diskret in R liegt (vgl. A1), indem man sich iiberlege, dafl jede
in R diskrete Untergruppe H von M folgende Gestalt hat:

H = Zxy, mit xg:=inf{x € H |z > 0}.)

Blatt 4

Aufgabe 1 (4 P)
a) Sei U C R™ offen, a € U, und f: U — R™ erfiille fiir ein fest vorgege-
benes r > 1 die Abschétzung

1f (@) = fla)ll < (l& = al)", firzeU,
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wobei || - || die euklidische Norm auf R™ bzw. R™ bezeichnet. Zeigen Sie,
daB f bei a differenzierbar ist und berechnen Sie D f(a).
b) Beweisen Sie, daf8 die Funktion f: R?2 — R

zy falls (z,y) # (0,0)
o) = |z|+y?
f(z,y) { (}/T falls (z,y) = (0,0)

differenzierbar ist bei (z,y) = (0,0) mit verschwindender Ableitung.

Aufgabe 2 (4 P)

Sei U C R offen, a € U, und seien f,g: U — R differenzierbar bei a.

a) Zeigen Sie, dal auch fg differenzierbar ist bei a und dafl gilt (Hinweis:
Man vergleiche Aufgabe 2 von Blatt 11, Analysis I):

D(fg)(a) = g(a) - Df(a) + f(a) - Dg(a)
b) Formulieren und beweisen Sie eine entprechende Quotientenregel.

Aufgabe 3 (4 P)

Zeigen Sie mit obiger Produkt- und der Kettenregel (und ohne den For-
malismus der partiellen Ableitungen, den Sie ,noch nicht kennen*), daf§ die
folgende Funktion f in ganz R? differenzierbar ist und bestimmen Sie Df:

f: R — R?

(5) = (aoin)
Aufgabe 4 (4 P)

Seir >0,ae€ R"und U :=U,(a) C R"; sei f: U — R™ differenzierbar
in U mit verschwindender Ableitung. Beweisen Sie, daf f(z) = f(a) fiir alle
x € U gilt.

Blatt 5

Aufgabe 1 (4 P)

a) Zeigen Sie, dal die Funktion f aus A3 von Blatt 4 sogar stetig parti-
ell differenzierbar ist und berechnen Sie partielle Ableitungen und Jacobi-
Determinante.

b) Beweisen Sie, dafl die Funktion

g: R3{(0,0,00} — R
(x1,22,23))  +— /(¢ + a3 +a3)7!

stetig partiell differenzierbar ist und bestimmen Sie gradg.



132

Ubungsaufgaben aus dem Sommersemester 2001

Aufgabe 2 (4 P)
Zeigen Sie, daf} die Funktion f : R™ — R, definiert durch

el sl fiir e £0
fl@) = { I fro#0
differenzierbar ist, aber alle partiellen Ableitungen bei x = 0 unstetig sind.

Aufgabe 3 (4 P)
Beweisen Sie, daf simtliche Richtungsableitungen von f : R? — R,

f(z,y) = { (r%?;)Q fiir (z,y) # (0,0)
0 fir (z,y) = (0,0)

an der Stelle (0,0) existieren und 0 sind, dafl aber f unstetig ist bei (0, 0).

Aufgabe 4 (4 P)
Sei f : R — R stetig, U C R™ offen und nicht leer, und sei g : U — R
partiell differenzierbar. Zeigen Sie, daf§ dann auch h: U — R,

partiell differenzierbar ist mit g—gZ(J:) = f(g(x))g—gi(:v) firi=1,...,n.

Nur so: Die elektrische Feldstirke in einer Metallkiste ist tberall O (Fa-
radayscher Kifig). Mathematisch: Man zeige, daf jede auf dem Rand ver-
schwindende zweimal stetig differenzierbare Funktion (entspricht ,Potenti-
al“)

f:]0,a] x[0,b] x [0,¢] = R,

die iiberall die Gleichung div o gradf = 0 erfiillt, iiberall verschwindet.
(Hinweis: Man wende partielle Integration an auf das Integral

a b c 8]@ 2 af 2 8f 9
/0 /0 /o ((8—3:1> * (a—@> + (8—321,) ) dxsdrodx; .)
Blatt 6

Aufgabe 1 (4 P)
Sei f:R? — R definiert durch

2

flz,y) = { gy% falls (z,y) i (0,0)
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Zeigen sie, dafl f iiberall zweimal partiell differenzierbar ist, dafy aber

o of 0 af
%67;(’ ) 8_y8_x(0’ )-

Aufgabe 2 (4 P)
Fiir eine partiell differenzierbare Funktion v : R? — R? ist die Funktion
rotv : R? — R3 wie folgt definiert:

vz _ vy
X2 3
rotv = [ 2o 9w
xr3 1
Qvy _ Ouy
1 2

a) Sei f: R® — R zweimal stetig partiell differenzierbar, beweisen Sie:
rot o grad f = 0.
b) Sei g : R? — R? zweimal stetig partiell differenzierbar, beweisen Sie:

divorotg = 0.

Aufgabe 3 (4 P)
Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f: R? — R

f(z,y) = exp(z + y°)

an der Stelle (z,y) = (0,0) bis zur Ordnung 2 auf zwei verschiedene Arten:
Zun#chst wie in der Vorlesung mit Hilfe der partiellen Ableitungen und
danach unter Verwendung der Taylorentwicklung der Funktion exp(t) bei

t=0.

Aufgabe 4 (4 P)
Sei f:R? — R definiert durch

fle,) = 3 +4%) — 2y,

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.

Blatt 7

Aufgabe 1 (4 P)
Untersuchen Sie folgende Funktionen f : R? — R auf Extrema:

(i) f(z,y) = cosx +siny
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(ii) f(2,y) = exp(z) — 22" +y* —y

Aufgabe 2 (4 P)

Sei U c R? offen und f : U — R hinreichend oft differenzierbar. Schreiben
Sie die Taylorentwicklung von f um a € U bis zur dritten Ordnung explizit
aus. Wie sieht diese Entwicklung fiir das konkrete Beispiel f(x,y) = exp(z+
y) + sin(zy) an der Stelle (0,0) aus?

Aufgabe 3 (8 P)

Fir A = (0 ;)i € V :=Mat(nxn,R) sei v(A) := n-max; ; |o; j|. Beweisen
Sie:

a) Ist f(t) = S_72,axt” eine (reelle) Potenzreihe mit Konvergenzradius
r > 0, so konvergiert die folgende Reihe fiir X € V mit v(X) < r kompo-

nentenweise absolut: -
X):= Z apX®
k=0

b) Die Funktion f : V — V aus a) ist differenzierbar bei 0, und es gilt fiir
HecV
Df(0)(H) =a1H.

c) Die Funktion f: V — V, f(X) := X? ist iiberall differenzierbar mit
Df(Xo)(H) = Xo-H + H - Xo.

(Hinweis: X2 = (Xo + (X — X)) = X2 +....)
d) Die Funktion f : Gl(n,R) — Gl(n,R), f(X) := X ! ist iiberall differen-
zierbar mit

Df(Xo)(H)=-X,' - H- X

1Inweis: llI' 1% N — AQ < verwende man die Darste ung
Hinweis: Fiir (X5 (X — X 1 d die Darstell
X =g(XHX — X0)) X! mit

- 1
- Z(_l)ktk =11 lt] <1.)

k=0

Nur so: Zeigen sie, daf3 f > e dy = /7 gilt, indem Sie das Doppelintegral
e e~ (@) dxdy auf zwei Arten berechnen (Rotationssymmetrie!).

Blatt 8

Aufgabe 1 (4 P)
Im R" seien k£ Punkte aq,as,...,ar gegeben. Beweisen Sie, dafl es genau
einen Punkt x € R" gibt, fiir den

f@) = llz —arl]* + llz — a2l + ... + [Jz — ax|?
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minimal wird und bestimmen Sie ihn.

Aufgabe 2 (4 P)

a) Sei (X, d) ein metrischer Raum, 0 < ¢ < 1und f : X — X eine Abbildung
mit d(f(z), f(y)) < q-d(z,y) fir alle z,y € X. Sei zg € X, xpt11 = f(xn)
(n € N) und ¢ € X die nach dem Banachschen Fixpunktsatz eindeutige
Losung der Gleichung & = f(). Zeigen Sie:

n

d(@n,€) < T—d(wo,21)

b) Zeigen Sie, dafl die Gleichung = = cos x genau eine Lésung & im Intervall
[0,1] hat und daB £ = lim,,—,0 Ty, Wobei xg = 0, 41 = cosx, (n € N).
Schétzen Sie den Fehler |z19 — ¢| ab.

Aufgabe 3 (4 P)
Sei (X, ||-]|) ein vollstéindiger normierter Vektorraum (Banachraum), A C X

abgeschlossen und ¢ > 1. Sei f : A — A eine Abbildung mit

I[f(z) = fW)l > qllz —yll, firz,ye X.

f(A) sei abgeschlossen. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Es gibt ein £ € A mit £ = f(§).
(i) Ny f™(A) # 0, wobei f!:= f, f"*1:= fo fn.
(iii) Es gibt z, € A (n=1,2,...) mit lim, . ||z, — f(zn)|| =0

(Hinweis: f ist injektiv.)

Aufgabe 4 (4 P)
Beweisen sie, da8 die Funktion f : R? — R3

T 2% + 92
fly|:= sin z
z exp(z +y+ z)

an der Stelle (1,0,0) lokal invertierbar ist.

Blatt 9

Aufgabe 1 (4 P)
Sei f : R — R definiert durch

T 2 s 1 .o
5+afsing , firz#0

f<$):{0 , firxz =0.
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Zeigen Sie, daB f differenzierbar ist mit f/(0) = %, daf} aber in jeder Um-
gebung von 0 unendlich viele Extrema vorliegen. Folgern Sie, dal f; fiir
keine Umgebung U von 0 injektiv ist. Wieso ist dies kein Widerspruch zum
Umkehrsatz?

Aufgabe 2 (4 P)
Sei f:R3 — R? definiert durch

fzyy,2) = (€2y + e 2027 g ).

Beschreiben Sie das Bild f(R?), und zeigen Sie, da88 f : R* — f(R3) bijektiv
mit differenzierbarer Umkehrabbildung ist.

Aufgabe 3 (4 P)
Sei f:R? — R? definiert durch

f(za y) = (:E3 - 31:3/2’ 3$2y - y?))

Berechnen Sie die Funktionalmatrix und, wo sie existiert, ihre Inverse. Wo
ist f lokal invertierbar? Zeigen Sie, dafl f surjektiv ist und jeder Punkt in
R?\{(0,0)} genau drei Urbilder hat.

(Hinweis: (2 — 32y?) +i(32%y — v3) = (z + iy)?)

Aufgabe 4 (4 P)

Zeigen Sie, daB es eine offene Umgebung V' C R? von (0,0) und eine diffe-
renzierbare Funktion f : V — R2, f(z,y) = (fi(z,v), fo(x,y)) gibt, derart,
dafl das Gleichungssystem

erth 4 sin(y + f2)
log(ff + 1)+ fo+2?> = 0

erfiillt ist. Bestimmen Sie die Funktionalmatrix von f an der Stelle (0,0).

Nur so: Ein Rechteck mit den Seitenldngen a und b sei disjunkt in endlich
viele kleinere Rechtecke mit Seitenldngen jeweils a; und b; zerlegt. Fiir alle
i gelte: Mindestens eine der beiden Seitenléingen a; und b; ist ganzzahlig.
Beweisen Sie, dafl dann auch mindestens eine der beiden Seitenldngen a und
b ganzzahlig ist.

(Hinweis: Man betrachte das komplexe Integral [ [ e%i(:‘+y)d;vdy.)

Blatt 10

Aufgabe 1 (4 P)
Sei
SL,(R) :={M e R™" | det M =1}
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und gelte A € SL,,(R). Zeigen Sie, daf} es offene Teilmengen V' C R™*™ mit
AeVund U C R”Z_l, sowie eine glatte bijektive Abbildung

f:U—=VnSL,(R).

gibt.

Aufgabe 2 (4 P)
Sei f: R™ — R stetig differenzierbar und

N :={zeR"| f(z) = 0}.

Gegeben seien weiter ein @ € N und ein Vektor o € R™ mit gradf(a) #
0 und (gradf(a),xzo) = 0. Beweisen Sie, daBl ein ¢ > 0 und eine stetig
differenzierbare Abbildung ¢ :]—¢,e[— N existieren mit ¢(0) = a und ¢/(0) =
ZQ-.

Aufgabe 3 (4 P)
Welcher Quader hat bei vorgegebener Oberfliche F' > 0 das gréfite Volu-
men?

Aufgabe 4 (4 P)
Man bestimme den Abstand des Punktes (1, —1,0) vom Rotationshyperbo-
loid

H:={(z,y,2) e R® | 2® +¢* — 22 =1},

d.h. inf(z,y,z)EH d(($7 Y, Z)) (17 —1, 0))






Anhang C

Die Graphen einiger
Funktionen bei kritischen
Punkten
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f(x,y) =

sinz siny
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